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背景と結果の概要

Zornの補題は数学で頻出
（それこそ、学部の講義でも登場）
しかし、証明には集合論的な準備が必要で
初学者には敷居が高いと思われている
主張自体は半順序集合の簡単な語彙しか
用いていないのに…

行ったこと：半順序集合の基本的性質のみで
Zornの補題を証明
既存の同様の証明よりもさらに初等的
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Zornの補題

主張
非空半順序集合 (P ,≤)の鎖（全順序部分集合）が
どれもP内に上界をもてば、Pは極大元をもつ

「普通の」証明：「もし極大元がなければ鎖を
永遠に伸ばせてしまい矛盾」を超限再帰
（←非初等的な集合論の道具）で厳密化
[Lewin, Amer. Math. Monthly 1991]：
話者の知る限り最も初等的な既存の証明
もっと簡潔にしたい
特に、↑の証明は（主張には現れない）
整列集合の概念に基づく（←省きたい）

(c) Koji Nuida March 19, 2024 半順序集合の初等的性質による Zorn の補題の証明 3/9



証明の骨格

最大元がないと仮定 → 鎖にその真の上界を
割り当てる関数 f が（選択公理で）存在
C：「f と整合的」な鎖全体の集合
→ C全体の和C ∗ :=

∪
Cも鎖で、Cに属する

→ C ∗∗ := C ∗ ∪ {f (C ∗)}も鎖で、Cに属する
しかし構成よりC ∗∗ ̸⊆

∪
C（矛盾）

これ自体は Lewinの証明と同様
Cの定義が Lewinと異なる
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鎖の集合 Cの定義

UX := {a ∈ P \ X : aはX の（真の）上界 }
C：鎖 ⇝ ∃f (UC ) ∈ UC（選択公理）
C ∗ :=

∪
C Cは以下で定義：

補助的な集合 C0：(i-C )を満たす鎖C全体
(i-C ) [S ⊆ CかつUS ̸⊆ UC ] ⇒ f (US) ∈ C

「SがCの天井に届かなければ f (US) ∈ C」
集合 C：(ii-C )を満たす鎖C ∈ C0全体
(ii-C ) C ′ ∈ C0 ⇒ C \ C ′ ⊆ UC ′

「Cの元は他のC ′ ∈ C0の中か上に居る」
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証明：C ∗ :=
∪
C ∈ C

C0 := {C :鎖, (i-C )}, C := {C ∈ C0 : (ii-C )}
(i-C ) [S ⊆ CかつUS ̸⊆ UC ] ⇒ f (US) ∈ C
(ii-C ) C ′ ∈ C0 ⇒ C \ C ′ ⊆ UC ′

(ii-C ∗)：C ∗ \ C ′ ⊆
∪

C (C \ C ′) ⊆ UC ′ (ii-C )

x ∈ C ′ ∈ Cと y ∈ C ∗が比較可能：y ∈ C ′なら
鎖ゆえ成立、 ̸∈なら (ii-C ∗)より y ∈ UC ′

(i-C ∗)：US ̸⊆ UC∗ =
∩

C UC ∴ ∃C ; ∃x ∈ US \UC

∃y ∈ S \ C（⊆ C ∗ \ C ⊆ UC (ii-C ∗)）なら
x > y ∈ UC（∵ x ∈ US）∴ x ∈ UC（矛盾）
∴ S ⊆ C ∴ f (US) ∈ C ⊆ C ∗ (i-C )
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証明：C ∗∗ := C ∗ ∪ {u} ∈ C（u := f (UC∗)） (1/2)

C0 := {C :鎖, (i-C )}, C := {C ∈ C0 : (ii-C )}
(i-C ) [S ⊆ CかつUS ̸⊆ UC ] ⇒ f (US) ∈ C
(ii-C ) C ′ ∈ C0 ⇒ C \ C ′ ⊆ UC ′

C ∗∗は鎖：定義より

(i-C ∗∗)：u ∈ S ⇒ US ⊆ U{u} ⊆ UC∗∗（矛盾）
∴ S ⊆ C ∗ ∴ UC∗ ⊆ US

場合分けで f (US) ∈ C ∗∗を示す：
US ⊆ UC∗ ⇒ UC∗ = US ∴ f (US) = u
US ̸⊆ UC∗ ⇒ f (US) ∈ C ∗ (i-C ∗)
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証明：C ∗∗ := C ∗ ∪ {u} ∈ C（u := f (UC∗)） (2/2)

C0 := {C :鎖, (i-C )}, C := {C ∈ C0 : (ii-C )}
(i-C ) [S ⊆ CかつUS ̸⊆ UC ] ⇒ f (US) ∈ C
(ii-C ) C ′ ∈ C0 ⇒ C \ C ′ ⊆ UC ′

(ii-C ∗∗)：C ∗ \ C ′ ⊆ UC ′ (i-C ∗)

u ∈ C ′または u ∈ UC ′を場合分けで示す：
∃x ∈ C ∗ \ C ′（⊆ UC ′ (ii-C ∗)）：
u > x ∈ UC ′ ∴ u ∈ UC ′

C ∗ ⊆ C ′かつUC∗ ⊆ UC ′：u ∈ UC∗ ⊆ UC ′

C ∗ ⊆ C ′かつUC∗ ̸⊆ UC ′：
u = f (UC∗) ∈ C ′ (i-C ′)

これで証明が完了した
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まとめ

行ったこと：半順序集合の基本的性質のみで
Zornの補題を証明
既存の同様の証明よりもさらに初等的
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よろしければ講義や著書にご活用ください
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