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1 全単射による証明
唐突ではあるが、以下の命題の証明を考える。

命題 1.1. 整数 n ≥ 1について、n! = 1 +

n−1∑
k=1

k · k!が成り立つ。

証明（その１）. nについての数学的帰納法を用いる。n = 1のときは両辺とも 1となり
等しいので、以下では n ≥ 2として、n− 1の場合に主張が成り立つとして nの場合の主
張を証明する。n− 1の場合の主張により

(n− 1)! = 1 +

n−2∑
k=1

k · k!

であり、また

n!− (n− 1)! = n · (n− 1)!− (n− 1)! = (n− 1) · (n− 1)!

である。これらの式の両辺をそれぞれ加えると、

n! = 1 +
n−2∑
k=1

k · k! + (n− 1) · (n− 1)! = 1 +
n−1∑
k=1

k · k!

となり、nの場合の主張が導かれる。以上より主張はすべての nについて成り立つ。

上記の証明は確かに正しいし、数学的帰納法を用いるというある意味での常套手段に
則っているので着想しやすいという利点がある。一方で、この命題が「なぜ成り立つのか」
という「意味」を実感しづらい点にやや不満が残る（かもしれない。この辺りは個々人の
主観による）。次に、以下の別証明を考えてみる。

証明（その２）. Snを n次対称群とする。idを恒等置換（すべての元を固定する置換）と
し、σ ∈ Sn \{id}について、σ(a) 6= aとなる最大の整数 aを k(σ)と書く。ここで、σ 6= id

のとき、σ は少なくとも二つの元を動かすので、ある a ≥ 2 について σ(a) 6= a である。
したがってそのような最大の aが確かに存在し、かつ k(σ) ≥ 2である。1 ≤ k ≤ n − 1

となる整数 k について

Xk := {σ ∈ Sn \ {id} | k(σ) = k + 1}

と定めると、上で述べたことから Sn は部分集合 {id}およびXk たちの非交和である。さ
て、σ ∈ Xk とすると σ は k + 2以上の整数を動かさないので、実質的には Sk+1 の元と
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みなすことができ、一方で σ(k + 1) 6= k + 1であることから Sk の元ではない。この議論
より Xk = Sk+1 \ Sk であることがわかり、

|Xk| = |Sk+1| − |Sk| = (k + 1)!− k! = k · k!

となる。Sn は {id} および Xk たちの非交和であったから、元の個数を数えると |Sn| =

1 +

n−1∑
k=1

k · k!が成り立つ。一方で |Sn| = n!であるから、n! = |Sn| = 1 +

n−1∑
k=1

k · k!とな

り主張が導かれる。

こちらの証明の要点は、主張の両辺の値 n!と 1 +

n−1∑
k=1

k · k!のどちらも、同じ集合の要

素の数を別の方法で数えたものである（したがってそれらは互いに等しい）という事実で
ある。等式に現れる値に、ある具体的な集合の要素の数という「意味」が与えられている
分だけ、この命題が「なぜ成り立つのか」を実感しやすくなっている（かもしれない）。こ
うした「同じ集合の要素数を複数の方法で数える」という手法、より一般化すると「等式
の一方の値をある集合 X の要素数、他方の値をある集合 Y の要素数として表した上で、
X と Y の要素数が互いに等しいことを示す」という手法による証明は、全単射による証
明（bijective proof）と称される（組合せ論的証明（combinatorial proof）や、数え上げ
法（counting argument）による証明などと称されることもある）。
全単射による証明の別の例を挙げる。

命題 1.2. 整数 n ≥ k ≥ 1について、
(
n

k

)
=

n

k
·
(
n− 1

k − 1

)
である。ここで

(
n

k

)
は二項

係数を表す。

二項係数の具体的な表示
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
を既知とすれば証明は明らかであるが、こ

こでは二項係数の具体的な表示を用いず、「
(
n

k

)
は n個の元から k個を選ぶ場合の数であ

る」という定義に立ち返った証明を与える。

証明. 主張の式は k ·
(
n

k

)
= n ·

(
n− 1

k − 1

)
と等価なのでこちらの等式を示す。[n] :=

{1, 2, . . . , n}とおき、
X := {(I, a) | a ∈ I ⊆ [n] , |I| = k}

と定める。この集合 X の要素数を 2通りの方法で数える。

• X の要素を「先に I を選び、次に I の要素の中から aを選ぶ」という方法で数え
上げると、I の選び方が

(
n

k

)
通り（二項係数の定義）、aの選び方が k 通りあるの
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で、|X| = k ·
(
n

k

)
である。

• X の要素を「先に aを選び、次に aを含む集合 I を選ぶ」という方法で数え上げ
ると、a の選び方が n 通り、I の選び方が（a は要素に入ることが決まっていて、
残り k − 1 個の要素を a 以外の n − 1 個から選ぶので）

(
n− 1

k − 1

)
通りあるので、

|X| = n ·
(
n− 1

k − 1

)
である。

これらがそれぞれ示すべき式の左辺と右辺に対応しているため、主張が成り立つ。

以降では、Eulerの五角数定理（Euler’s pentagonal number theorem）と呼ばれる下
記の定理について全単射による証明を紹介する。

定理 1.1.
∏
n≥1

(1− tn) =

∞∑
k=−∞

(−1)ktk(3k−1)/2 が成り立つ。

上の両辺は正式には「（tを変数とする）形式的冪級数」として考えるのであるが、ここ
では形式的冪級数の定義は割愛し、上の主張を「両辺を tの冪級数の形に形式的に展開す
ると、どの N についても tN の係数が互いに等しい」という意味であると解釈する。例え
ば左辺における t6 の係数を考えると、

• 積 (1− t6)から出てくる項 −t6

• 積 (1− t5)(1− t1)から出てくる項 (−t5)(−t1) = t6

• 積 (1− t4)(1− t2)から出てくる項 (−t4)(−t2) = t6

• 積 (1− t3)(1− t2)(1− t1)から出てくる項 (−t3)(−t2)(−t1) = −t6

の和となるので、t6 の係数は 0となる。なお、右辺について、kが負の数 k = −K である
ときは指数部は (−K)(−3K − 1)/2 = K(3K + 1)/2となるので、右辺の式を

1 +
∞∑
k=1

(−1)ktk(3k−1)/2 +
∞∑

K=1

(−1)KtK(3K+1)/2

と書いてもよい。また、正整数 k,K について k(3k − 1)/2 6= K(3K + 1)/2であること
を注意しておく。実際、k ≤ K であれば明らかに k(3k − 1)/2 < K(3K + 1)/2であり、
k > K すなわち k ≥ K + 1のときには

k(3k − 1)

2
≥ (K + 1)(3K + 2)

2
>

K(3K + 1)

2

である。このことから、右辺を展開した際の各項の係数は 0または ±1となる。特に、右
辺における定数項すなわち t0 の項の係数は 1であり、左辺においても係数は 1であるか
ら、定理を証明する上では指数部が正の項だけに着目すれば充分である。
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主張の左辺の展開式を整理するために、以下の定義を導入する。

定義 1.1. 正の整数を大きい順（等号も含む）に 0個以上の有限個並べた列

λ = (λ1, λ2, . . . , λ`) （λi たちは整数で λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λ` > 0）

を分割（partition）という。より詳しくは、|λ| :=
∑̀
i=1

λi = nのとき、λを整数 nの分割

といい、記号 λ ` nで表す。また、`を分割 λの長さといい、`(λ)で表す。（空の列を ∅で
表すことにすると、∅は 0個の要素からなる分割と考えられ、このとき ∅ ` 0、`(∅) = 0

である。）

この定義のもとで、左辺の tN の係数に寄与する項は、成分がすべて異なる N の分割
λ = (λ1, . . . , λ`) ` N に応じて積 (1−tλ1) · · · (1−tλ`)から出てくる項 (−tλ1) · · · (−tλ`) =

(−1)`tN たちである。したがって、成分がすべて異なる N の分割で長さが偶数（、奇数）
であるものの個数を e(N)（、o(N)）で表すと、左辺の tN の係数は e(N)− o(N)となる。
整数の分割を視覚的に表しやすくする以下の定義を導入する。

定義 1.2. 整数の分割 λ = (λ1, . . . , λ`) について、正方形の箱を、上から 1 行目に λ1

個、上から 2行目に λ2 個、…、上から `行目に λ` 個並べてできる図形を λに対応する
Young図形（Young diagram）という（図 1を参照）。

図 1 分割 λ = (4, 2, 1)に対応する Young図形

Young 図形の定義から、各行にある箱の個数は下の行にいくほど広義減少することを
注意しておく。以降では、空でない（つまり、箱が 1 個以上ある）Young 図形のうち、
各行の長さ（各行にある箱の個数）がすべて互いに異なるもの全体の集合を Y で表す。
また、N 箱からなる Young 図形 Y ∈ Y 全体の集合を YN で表し、そのうち偶数行（、
奇数行）からなるもの全体の集合を YN,e（、YN,o）で表す。先ほどの記号を用いると
e(N)− o(N) = |YN,e| − |YN,o|である。すると直感的には、主張の等式は YN,e と YN,o

の要素数が「少々の誤差を除いて」一致することを意味していると考えられる。より詳し
く、この「誤差」を捉えるために以下の Young図形を定義する。整数 k ≥ 1について、k

行からなり、1行目の箱の数が 2k − 1個、以下箱の数が 1個ずつ減っていき、最後 k 行
目の箱の数が k 個である Young図形を Ŷk で表す。同様に、整数K ≥ 1について、K 行
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からなり、1行目の箱の数が 2K 個、以下箱の数が 1個ずつ減っていき、最後 K 行目の
箱の数がK + 1個である Young図形を ỸK で表す。

E := {Ŷk | k ≥ 1} ∪ {ỸK | K ≥ 1}

とおく。ここで、Ŷk の箱の総数は ((2k − 1) + k) · k/2 = k(3k − 1)/2、ỸK の箱の総数
は (2K + (K + 1)) · K/2 = K(3K + 1)/2 であることに注意する。すると、k ≥ 1 が
奇数のとき、N = k(3k − 1)/2 とすると、主張の右辺における tN の係数は −1 である
から、|YN,e| − |YN,o| = −1 すなわち |YN,e| = |YN,o| − 1 が示すべき性質となる。こ
れを示すには、YN,o から「例外の要素」Ŷk を除いた集合と YN,e との間に全単射が存
在する（したがって要素数が一致する）ことを示せば充分である。また、k ≥ 1 が偶数
のとき、N = k(3k − 1)/2 とすると、主張の右辺における tN の係数は 1 であるから、
|YN,e| − |YN,o| = 1すなわち |YN,e| − 1 = |YN,o|が示すべき性質となる。これを示すに
は、YN,e から「例外の要素」Ŷk を除いた集合と YN,e との間に全単射が存在することを
示せば充分である。N = K(3K + 1)/2における tN の係数の比較についても同様に、ỸK

を「例外の要素」として YN,e と YN,o とを比較すればよい。それ以外の N については、
例外の要素を考える必要はなく、YN,e と YN,o の間に全単射が存在することを示せばよ
い。以上をまとめると、示すべきことは「どの N ≥ 1についても、YN,e \ E と YN,o \ E
の間に全単射が存在する」ことと端的に表現できる。
Y ∈ Y について、Y の一番下の行の長さを a = a(Y )とおき、「Y の 1行目から k 行目
までは長さが 1ずつ減っていき、k + 1行目では長さが 2以上減る」を満たす唯一の k を
b = b(Y ) とおく。ただし b(Y ) については、1 行目と 2 行目の長さが 2 以上違う場合は
b(Y ) = 1、またどの行も長さが 1ずつ減っている場合は b(Y )を Y の行数と定める（図
2）。例えば λ = (7, 6, 4, 3)に対応する Young図形 Y について a(Y ) = 3、b(Y ) = 2であ
る。ここで、以下の操作で得られる Y の元を ϕ(Y )で表す。

• a ≤ bのとき、Y の一番下の行の箱を、上から a行目までに 1個ずつ（一番右に）
移動させる（図 3の左側）。

• a > bのとき、Y の上から b行の一番右の箱たちを、Y の一番下の行の次の行にま
とめて移動させる（図 3の右側）。

ただし、a ≤ bの場合、もし Y の行数が b行でかつ a = bである（つまり Y = Ŷbである）
とこの操作がうまく定義できない（消去される行と箱が追加される行が重複してしまう）
のでその場合は除外する。また a > bの場合、もし Y の行数が b行でかつ a = b+1であ
る（つまり Y = Ỹb である）とこの操作がうまく定義できない（操作後の b行目と b + 1

行目がともに長さ bとなってしまう）のでその場合は除外する。つまり、実際には操作 ϕ

は Y \ E の元に対して定義されている。この操作について以下の性質が成り立つ。
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図 2 a = a(Y )と b = b(Y )の定義の模式図

図 3 操作 ϕの定義の模式図（左側は a ≤ bのとき、右側は a > bのとき）

補題 1.1. Y ∈ Y \ E について ϕ(Y ) ∈ Y \ E である。

証明. ϕ(Y ) ∈ Y であることについては、a(Y ) ≤ b(Y ) のときは操作 ϕ で各行の長さの
差が減らないことから成り立つ。a(Y ) > b(Y ) のときは、行の長さの差が変化するのは
b(Y ) 行目と b(Y ) + 1 行目の間、および新たに追加される行とその上の行の間だけであ
る。Y の行数が b(Y )行の場合（このとき、Y 6∈ E より a(Y ) ≥ b(Y ) + 2である）には、
追加される行の長さが b(Y ) < a(Y )− 1であるため主張が成り立つ。そうでない場合、前
者の行間については Y の b(Y ) + 1行目と b(Y )行目の長さが 2以上違うことから操作後
も長さが異なる。後者の行間については、追加される行の長さ b(Y )とその上の行の操作
後の長さ a(Y )は上の条件より確かに異なる。以上よりどの場合にも ϕ(Y ) ∈ Y である。
ϕ(Y ) 6∈ E を示すために、ϕ(Y ) の行の長さがどこも 1 ずつ減っていると仮定する。

a(Y ) ≤ b(Y ) のとき、これが起きるには b(Y ) = a(Y ) である必要があり、Y 6∈ E で
あることから Y の行数は b(Y ) + 1 行以上である。すると Y の b(Y ) 行目の長さは
a(Y )+2 = b(Y )+2以上であり、ϕ(Y )の b(Y )行目の長さは b(Y )+3以上となる。この
ような E の元は存在しないので、ϕ(Y ) 6∈ E である。一方 a(Y ) > b(Y )のとき、ϕ(Y )は
b(Y ) + 1行以上からなり最後の行の長さが b(Y )である。このような E の元は存在しない
ので、ϕ(Y ) 6∈ E である。以上よりどの場合にも ϕ(Y ) 6∈ E であり、主張が成り立つ。
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補題 1.2. Y ∈ Y \ E について ϕ(ϕ(Y )) = Y である。

証明. まず a(Y ) > b(Y )のとき、ϕの構成より a(ϕ(Y )) = b(Y )、b(ϕ(Y )) ≥ b(Y )が成
り立つので、a(ϕ(Y )) ≤ b(ϕ(Y ))である。よって ϕ(Y )に操作 ϕを行うと、最初の操作
ϕで最終行に移動してきた b(Y )箱が先頭 b(Y )行に戻されることになり、ϕ(ϕ(Y ))が成
り立つ。
次に a(Y ) ≤ b(Y )の場合を考える。Y の行数が b(Y ) + 1行以上のとき、Y の下から 2

行目の長さを cとすると、ϕの構成より a(ϕ(Y )) ≥ c > a(Y )、b(ϕ(Y )) = a(Y )が成り立
つので、a(ϕ(Y )) > b(ϕ(Y ))である。よって ϕ(Y )に操作 ϕを行うと、最初の操作 ϕで先
頭 a(Y )行に移動してきた箱たちが一番下に戻されることになり、ϕ(ϕ(Y ))が成り立つ。
また Y の行数が b(Y ) 行のときは、Y 6∈ E より a(Y ) < b(Y ) であり、ϕ の構成より

a(ϕ(Y )) ≥ a(Y ) + 1、b(ϕ(Y )) = a(Y ) が成り立つので、a(ϕ(Y )) > b(ϕ(Y )) である。
よって ϕ(Y )に操作 ϕを行うと、最初の操作 ϕで先頭 a(Y )行に移動してきた箱たちが一
番下に戻されることになり、ϕ(ϕ(Y ))が成り立つ。以上より主張が成り立つ。

補題 1.2 より ϕ は自分自身の逆写像であり、したがって Y \ E からそれ自身への
全単射である。また定義より ϕ は箱の総数を変えず行数を 1 だけ変化させるので、
ϕ(YN,e \ E) ⊆ YN,o \ E および ϕ(YN,o \ E) ⊆ YN,e \ E が成り立つ。すると ϕが全射であ
ることから ϕ(YN,e \ E) = YN,o \ E および ϕ(YN,o \ E) = YN,e \ E が成り立つ。こうして
各 N について ϕは YN,e \ E と YN,o \ E の間の全単射を与えることが示されたので、定
理の主張が成り立つ。

演習問題

■問題 1. 整数 n ≥ k ≥ 0について、二項係数の表示
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
を全単射によ

り証明せよ。
（ヒント：分母を払うと k!(n− k)! ·

(
n

k

)
= n!が示すべき式となる。右辺は Sn の要素

数であるが、Sn の要素数をどのように数えれば左辺の値になるだろうか？）

■問題 2. 整数 n ≥ 1について、
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0を全単射による証明で示せ。

（ヒント：主張を
∑
k;偶数

(
n

k

)
=
∑
k;奇数

(
n

k

)
という形に書き換える。）
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2 母関数
例えば、以下の漸化式で定義される数列 (bn)n について考える：

b0 = b1 = 1 , bn = bn−1 + bn−2 （n ≥ 2）

よく知られているようにこれは Fibonacci数であり、初等的な方法によって一般項を決定
することができるが、ここでは母関数（generating function）という道具を用いて一般項
を計算してみる。そのために、数列 (bn)n の母関数

B(t) :=
∑
n≥0

bnt
n

を導入する。正式にはこれは「形式的冪級数」なのであるが詳しくは後述することにして、
ひとまず「多項式に似た性質を持つ形式的な和」であると考えておく。この母関数につい
ての「関数等式」を得るべく、多少天下り式ではあるが B̂(t) := B(t)− tB(t)− t2B(t)と
いう式を考える。n ≥ 2について B̂(t)における tn の係数を計算すると

【B(t)の tn の係数】−【tB(t)の tn の係数】−【t2B(t)の tn の係数】
=【B(t)の tn の係数】−【B(t)の tn−1 の係数】−【B(t)の tn−2 の係数】
= bn − bn−1 − bn−2 = 0

となる（最後の等号は漸化式から導かれる）。したがって B̂(t)は tに関する 1次以下の多
項式である。同様に 1次と 0次の係数も計算すると、

【B̂(t)の t1 の係数】=【B(t)の t1 の係数】−【tB(t)の t1 の係数】−【t2B(t)の t1 の係数】
=【B(t)の t1 の係数】−【B(t)の t0 の係数】− 0

= b1 − b0 = 0 ,

【B̂(t)の t0 の係数】=【B(t)の t0 の係数】−【tB(t)の t0 の係数】−【t2B(t)の t0 の係数】
=【B(t)の t0 の係数】− 0− 0

= b0 = 1

となる。以上より B̂(t) = B(t)− tB(t)− t2B(t) = 1であり、B(t)をひとまず

B(t) =
1

1− t− t2

と決定できる。（「形式的冪級数」としてみたときに右辺の有理式は何を表しているのか、
という点が気になるかもしれないがひとまず保留して先に進む。）
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上記の式からは B(t) の各項の係数（つまり、(bn)n の一般項）が直ちにはわからない

ので、1− t− t2 =

(
1− 1 +

√
5

2
t

)(
1− 1−

√
5

2
t

)
という関係を用いて部分分数分解を

行う。

B(t) =
1

1− t− t2
=

1√
5t

(
1

1− 1+
√
5

2 t
− 1

1− 1−
√
5

2 t

)
.

等比級数の和の公式を形式的に適用すると、右辺はさらに

1√
5t

∑
k≥0

(
1 +

√
5

2
t

)k

−
∑
k≥0

(
1−

√
5

2
t

)k


と変形できる。この tn の係数が bn であったから、括弧内の式における tn+1 の係数を
√
5

で割って、

bn =
1√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

−

(
1−

√
5

2

)n+1


を得る。こうして数列 (bn)n の一般項が決定できた。
上の例ではそもそも一般項を初等的な方法でも決定できるので母関数の有難みがあまり
感じられないかもしれない。次はもう少し複雑な例を考える。整数 n ≥ 0について、n番
目のCatalan数 Cn を、座標平面の原点 (0, 0)から点 (2n, 0)まで以下の規則に従って到
達する方法の総数と定義する。

• 1回の移動では「x軸方向に 1、y 軸方向に 1進む」または「x軸方向に 1、y 軸方
向に −1進む」のいずれかを行う。

• 移動中には y 座標が常に非負であるようにする。

なお、このような条件を満たす経路は Dyck path と呼ばれる。例えば n = 3 のとき、
(1, 1)、(1,−1)の進行をそれぞれ↗、↘で表すと、(0, 0)から (6, 0)への Dyck pathは

↗↗↗↘↘↘ , ↗↗↘↗↘↘ , ↗↗↘↘↗↘ , ↗↘↗↗↘↘ , ↗↘↗↘↗↘

の全部で 5通りあるため、C3 = 5である。n = 0については空の Dyck pathが一つと考
えて C0 = 1とする。この Catalan数の一般項を、母関数 C(t) :=

∑
n≥0

Cnt
n を用いて求

めたい。
まず Catalan 数が満たす漸化式を与える。そのために、n ≥ 1 のとき、Dyck path の
各々について、出発後に初めて x軸に乗る（y 座標が 0になる）点に着目する。y 座標の
増減の仕方に着目すると、このような点は (2k, 0)（k は整数、1 ≤ k ≤ n）という形をし
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ていることがわかる。ここで、点 (2k, 0)で初めて x軸に乗る Dyck pathでは、1歩目が
↗、2k 歩目が↘であり、2歩目から 2k − 1歩目までは「点 (1, 1)から点 (2k − 1, 1)ま
でを、y 座標を 1 以上に保ちつつ移動する」ようになっている。この「」部の path は、
全体を (−1,−1)だけ平行移動させることで (0, 0)から (2k − 2, 0)までの Dyck pathと
対応する。一方で、(2k, 0)から (2n, 0)までの部分については y 座標を非負に保つ以外の
制限は特になく、全体を (−2k, 0) だけ平行移動させると (0, 0) から (2n − 2k, 0) までの
Dyck path と対応する。全体の path はこれら 2 種類の path の組で決定されるので、k

が 1 ≤ k ≤ nの範囲を動くことと合わせて、以下の漸化式を得る。

C0 = 1 , Cn =
n∑

k=1

Ck−1Cn−k （n ≥ 1）.

ここで Ĉ(t) := C(t)− tC(t)2 という式を考えると、n ≥ 1のとき

【Ĉ(t)の tn の係数】=【C(t)の tn の係数】−【tC(t)2 の tn の係数】
= Cn −【C(t)2 の tn−1 の係数】

= Cn −
n−1∑
k=0

【C(t)の tk の係数】·【C(t)の tn−1−k の係数】

= Cn −
n−1∑
k=0

CkCn−1−k

= Cn −
n∑

k=1

Ck−1Cn−k = 0

となる（最後の等式に上の漸化式を用いた）。よって Ĉ(t) は定数であり、t0 の係数が
C0 − 0 = 1となることから、Ĉ(t) = C(t)− tC(t)2 = 1、したがって

tC(t)2 − C(t) + 1 = 0

となる。
上記の C(t)に関する 2次方程式を解きたい。平方完成しやすくするために両辺を 4t倍
して、

4t2C(t)2 − 4tC(t) + 4t = 0

としておく。変形すると
(2tC(t)− 1)2 = 1− 4t

となる。右辺の 1− 4tの平方根を求めるために、以下の補題を用意する。
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補題 2.1. 実数 λについて

Fλ(t) :=
∑
n≥0

λ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1)

n!
tn

と定めると、Fλ(t)Fµ(t) = Fλ+µ(t)が成り立つ。

証明. 主張の式の左辺における tnの係数を Pn(λ, µ)、右辺における tnの係数をQn(λ, µ)

とおく。これらはどちらも多項式環 R[λ, µ]の元である。Rn(λ, µ) := Pn(λ, µ)−Qn(λ, µ)

とおく。ここで、整数 µ ≥ 0を任意に固定しておくと、Rn(λ, µ) ∈ R[λ]とみなせる。ま
たこのとき、Fµ(t)における µ+ 1次以降の項の係数はすべて 0となり、

Fµ(t) =

µ∑
n=0

(
µ

n

)
tn = (1 + t)µ

が成り立つ。さらに λも非負整数とすると、同様に Fλ(t) = (1+t)λ、Fλ+µ(t) = (1+t)λ+µ

となることから、Fλ(t)Fµ(t) = Fλ+µ(t) が成り立ち、したがって Pn(λ, µ) = Qn(λ, µ)

すなわち Rn(λ, µ) = 0 である。つまり、整数 µ ≥ 0 を任意に固定したとき、λ の多項
式 Rn(λ, µ) はすべての非負整数点で 0 となるので、多項式として 0 である。すなわち、
どの λ ∈ R と非負整数 µ についても Rn(λ, µ) = 0 が成り立つ。すると今度は実数 λ

を任意に固定したとき、µ に関する多項式 Rn(λ, µ) はすべての非負整数点で 0 となる
ので、多項式として 0 である。すなわち、どの λ, µ ∈ R についても Rn(λ, µ) = 0 が成
り立つ。したがって Pn(λ, µ)と Qn(λ, µ)は常に一致し、Pn と Qn の定義より主張の式
Fλ(t)Fµ(t) = Fλ+µ(t)が導かれる。

補題 2.1 より F1/2(t)
2 = F1(t) = 1 + t が成り立ち、t に −4t を代入することで

F1/2(−4t)2 = 1− 4tとなる。これを用いると

2tC(t)− 1 = ±F1/2(−4t) (1)

となる（後で述べるように形式的冪級数の全体は整域をなすため、ある元の平方根は 2個
以下しか存在しないことを注意しておく）。さらに、

F1/2(−4t) =
∑
n≥0

1/2 · (1/2− 1) · · · (1/2− n+ 1)

n!
(−4t)n

= 1 +
1

2
· (−4t) +

∑
n≥2

1 · (−1) · (−3) · · · (−(2n− 3))

2n · n!
(−4)ntn
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であり、n ≥ 2のとき

1 · (−1) · (−3) · · · (−(2n− 3))

2n · n!
(−4)n =

(−1)n−1 · 1 · 1 · 3 · · · (2n− 3)

n!
(−2)n

= − (2n− 2)!

2 · 4 · · · (2n− 2) · n!
2n

= − (2n− 2)!

2n−1 · 1 · 2 · · · (n− 1) · n!
2n

= −2 · (2n− 2)!

(n− 1)!n!

となるので、
F1/2(−4t) = 1− 2t+

∑
n≥2

(−2)
(2n− 2)!

(n− 1)!n!
tn

が成り立つ。すると、(1)式の両辺の定数項を比較することで符号が決定でき、

2tC(t)− 1 = −F1/2(−4t)

したがって

2tC(t) = 1− F1/2(−4t) = 2t+
∑
n≥2

2
(2n− 2)!

(n− 1)!n!
tn =

∑
n≥1

2
(2n− 2)!

(n− 1)!n!
tn

となる。両辺を 2tで割ると、母関数 C(t)が

C(t) =
∑
n≥1

(2n− 2)!

(n− 1)!n!
tn−1 =

∑
n≥0

(2n)!

n!(n+ 1)!
tn

と決定できる。以上より、Catalan数の一般項が

Cn =
(2n)!

n!(n+ 1)!
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
と決定される。なお、Catalan数については、上記の定義以外にも同値な組合せ論的特徴
付けが多数知られている。詳しくは Stanleyの著書 [6]の 6章の Exercise 6.19を参照さ
れたい（演習問題も参照）。
さて、以下ではこれまで棚上げにしていた「形式的冪級数とは一体何なのか」というこ
とについて考える。素朴に取り扱うならば、多項式環を形式的に定義するときのように、
冪指数の集合 {0, 1, 2, . . . } を定義域とする写像の全体にしかるべき方法で和と積を定義
して、…という具合に議論することもできるが、ここでは別の方針で議論を進める。大ま
かにいうと、解析的な意味での収束する冪級数が多項式の列の極限になっているのと同様
に、（解析的な意味での冪級数としては必ずしも収束しない、一般の）形式的冪級数を「多
項式の極限」として取り扱いたい。そのための定義や性質を準備する。
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定義 2.1. K を体とする。写像 ν : K → R≥0 が以下の条件を満たすとき、ν をK 上の非
Archimedes的付値（non-Archimedean valuation）という。

1. x ∈ K について、ν(x) = 0と x = 0は同値である。
2. x, y ∈ K について、ν(xy) = ν(x)ν(y)である。
3. x, y ∈ K について、ν(x+ y) ≤ max{ν(x), ν(y)}である。

簡略化のために、以降では非 Archimedes的付値のことを単に付値と呼ぶ。一般論とし
て以下の性質が知られている（証明は割愛する）。

命題 2.1. ν : K → R≥0 を K 上の付値とする。d : K ×K → R を d(x, y) := ν(x − y)

で定めると d は K 上の距離関数である。この距離に関する K の完備化を K̂ とする
と、K̂ は自然に K の拡大体となり、ν を K̂ 上の付値 ν̂ に拡張できる。さらに集合
{x̂ ∈ K̂ | ν̂(x̂) ≤ 1}は K̂ の完備な部分環をなす。

Kを体とし、K上の 1変数有理式のなす体K(t)上の付値 νを定めたい。まず、ν(0) := 0

とし、多項式 f(t) = adt
d + · · ·+ ad+`t

d+`（ad 6= 0）について ν(f) := e−d と定める。そ
の上で h(t) = f(t)/g(t)（f(t), g(t) ∈ K[t]、g 6= 0）について ν(h) := ν(f)/ν(g)と定め
ると、ν の値は h(t)の表示 f(t)/g(t)の選び方によらず一つにきちんと定まる。

命題 2.2. 上記の ν はK(t)上の付値である。

証明. ν が R≥0 への写像であることおよび定義の条件 1は、上の議論と e−d > 0から示
せる。条件 2については、f(t) = adt

d + · · ·+ ad+`t
d+`（ad 6= 0）、g(t) = bd′td

′
+ · · ·+

bd′+`′t
d′+`′（bd′ 6= 0）のとき f(t)g(t) = adbd′td+d′

+· · ·、adbd′ 6= 0、e−(d+d′) = e−de−d′ で
あることを用いて示せる。条件 3については、まず、f(t) = adt

d+· · ·+ad+`t
d+`（ad 6= 0）、

g(t) = bd′td
′
+ · · ·+ bd′+`′t

d′+`′（bd′ 6= 0）のとき、f(t) + g(t)のmin{d, d′}次未満の係
数はすべて 0であるため、ν(f + g) ≤ e−min{d,d′} = max{e−d, e−d′} = max{ν(f), ν(g)}
である。このことから

ν

(
f1
g1

+
f2
g2

)
= ν

(
f1g2 + f2g1

g1g2

)
=

ν(f1g2 + f2g1)

ν(g1)ν(g2)

の右辺は

≤ max{ν(f1g2), ν(f2g1)}
ν(g1)ν(g2)

= max

{
ν(f1g2)

ν(g1)ν(g2)
,

ν(f2g1)

ν(g1)ν(g2)

}
= max

{
ν(f1)

ν(g1)
,
ν(f2)

ν(g2)

}
= max{ν(f1/g1), ν(f2/g2)}

となり、条件 3が成り立つ。よって主張が成り立つ。
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このK(t)上の付値 ν に命題 2.1を適用して、K̂(t)上の付値 ν̂ を得る。

k[[t]] := {F ∈ K̂(t) | ν̂(F ) ≤ 1}

は前述のように体 K̂(t) の完備部分環であり、特に整域である。この K[[t]] を（1 変数）
形式的冪級数環と呼び、その元を形式的冪級数（formal power series）と呼ぶ。
この形式的冪級数が「多項式の極限」であることを示すために、以下の補題を用意する。

補題 2.2. X を距離空間、(xn)n をその Cauchy列とし、X の点列 (y
(n)
m )m（n ≥ 0）は

xn に一様に収束している（つまり、どの ε > 0 についても、うまく N をとると、すべ
ての nおよびすべての m ≥ N について d(y

(n)
m , xn) ≤ εが成り立つ）とする。このとき

(y
(n)
n )n は (xn)n と同値な Cauchy列である。

証明. まず同値性について、ε > 0とする。(xn)nがCauchy列であることの定義を ε/2 > 0

について用いると、うまく N1 をとることで、m,n ≥ N1 のとき常に d(xm, xn) ≤ ε/2

が満たされる。また、(y
(n)
m )m が xn に一様に収束していることの定義を ε/2 > 0 につ

いて用いると、うまく N2 をとることで、すべての nおよびすべての m ≥ N2 について
d(y

(n)
m , xn) ≤ ε/2となり、特に n = mとすることで d(y

(m)
m , xm) ≤ ε/2となる。すると、

m,n ≥ max{N1, N2}のとき常に

d(y(m)
m , xn) ≤ d(y(m)

m , xm) + d(xm, xn) ≤
ε

2
+

ε

2
= ε

（最初の不等号で三角不等式を用いた）が成り立つ。これは (y
(n)
n )n が (xn)n と同値で

あることを意味する。(y
(n)
n )n が Cauchy 列であることは、Cauchy 列と同値な列が常に

Cauchy列であることから導かれる。よって主張が成り立つ。

多項式環K[t]はK(t)の部分環であり、したがって K̂(t)の部分環でもあることを注意
しておく。

定理 2.1. K[t]はK[[t]]の稠密な部分環である。

証明. K[t] ⊆ K[[t]]であることは、d ≥ 0のとき e−d ≤ 1であることと K(t)上の付値 ν

の定義より導かれる。
K[[t]]の任意の元をとり、それに対応する K(t)の Cauchy列 (hn)n をとる。K[[t]]の
定義より lim

n→∞
ν(hn) ≤ 1 である。ν : K(t) → R≥0 の像の中で 1 は孤立点であるから、

充分大きな nについて常に ν(hn) ≤ 1となる。列 (hn)n と同値な列を選び直して、常に
ν(hn) ≤ 1となるようにできる。すると、hn を既約な有理式で表したとき、分母の定数項
は 0でない。よって特に、hn = fn/(1 + tgn)、fn, gn ∈ K[t]、の形で表せる。
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ここで、Fn,m := fn

m∑
k=0

(−tgn)
k とすると、列 (Fn,m)m は hn に一様に収束することを

示す。どの n,mについても

Fn,m − hn =
fn

1 + tgn

(
(1 + tgn)

m∑
k=0

(−tgn)
k − 1

)
= hn · (1 + (−1)m(tgn)

m+1 − 1) = (−1)mhn · (tgn)m+1

であることから

ν(Fn,m − hn) = ν(hn)ν(t)
m+1ν(gn)

m+1 ≤ 1 · e−m−1 · 1m+1 = e−m−1

となる。右辺は nによらない値であり 0に収束するから、列 (Fn,m)m が hn に一様に収
束することがわかる。
すると補題 2.2より、最初にとった K[[t]]の元は Cauchy列 (Fn,n)n の極限でもある。
各 Fn,n は K[t] の元であるから、K[t] は K[[t]] の中で稠密である。よって主張が成り
立つ。

fn = an,0+an,1t+ · · ·+an,dn
tdn ∈ K[t]のとき、(fn)nが Cauchy列であることは、ど

の k ≥ 0についても、充分大きな範囲の nについて an,k が定数であることと同値である
（ただし、k > dn のとき an,k = 0とおいている）。この「定数」を âk ∈ K とおき、(fn)n

の極限として得られる K[[t]]の元を
∑
n≥0

ânt
n で表すことにすると、これまでに扱ってき

たような見た目の「形式的冪級数」が得られる。なお、(fn)n と (gn)n が同値な Cauchy
列であれば、それらから得られる上記の âk たちは互いに一致するので、形式的冪級数の
表示

∑
n≥0

ânt
n は一つに定まることを注意しておく。また、どの数列 (an)n に対しても、

fn :=
n∑

k=0

akt
k とおくと (fn)n は Cauchy列であり、その極限として得られる形式的冪級

数
∑
n≥0

ant
n（つまり、(an)n の母関数）が常に存在することも注意しておく。このように

形式的冪級数が多項式の極限として表されることから、多項式の加減乗算が形式的冪級数
にも自然に拡張される。
以上のように形式的冪級数を定義すると、これまで形式的冪級数に対して行ってきた
色々な形式的操作がきちんと正当化される。例えば、

• Eulerの五角数定理の主張に現れた無限積
∏
n≥1

(1− tn)について、fn :=

n∏
k=1

(1− tk)

とおくと (fn)n は上記の距離に関して Cauchy 列をなすことがわかり（多項式に
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1− tn を掛けても n次未満の項の係数は変化しないことに注意せよ）、その極限と
して

∏
n≥1

(1− tn)が形式的冪級数の意味できちんと定まる。

• 1− tf（f ∈ K[t]）という形の多項式について、gn :=

n∑
k=0

(tf)k とおくと、(gn)nは

Cauchy列をなす。その極限を g ∈ K[[t]]とおく。ここで各 nについて (1−tf)gn =

1 − (tf)n+1 であることから、(1 − tf)gn は n ≥ ∞で 1に収束する。したがって
K[[t]]において (1− tf) · g = 1が成り立つ。このことから、1− tf はK[[t]]におい
て可逆であるから、その逆元として有理式 1/(1 − tf)が K[[t]]の元としてきちん
と定まり、また 1/(1 − tf)は等比級数の和の公式の形をした元

∑
n≥0

(tf)n ∈ K[[t]]

と確かに一致する。

なお、2変数以上の場合についても、整域K[[t1, . . . , tn−1]]の商体上で変数 tnに関する
有理式の体を考えて上記の構成を適用することで、再帰的に形式的冪級数環K[[t1, . . . , tn]]

を定義することができる。
ここからは、何らかのよい性質を持つ漸化式を満たす数列のクラスや、対応する形式的
冪級数のクラスをいくつか考え、それらの相互関係などを調べる。より詳しい内容につい
ては [6]の 6章などを参照されたい。以降ではK = Cの場合を考える。

定義 2.2. C[[x]]の元 f(x)が algebraicであるとは、f(x)が体 C(x)上代数的な元であ
る、すなわち、ある d ≥ 1と P0, . . . , Pd ∈ C[x]について

Pd(x)f(x)
d + · · ·+ P1(x)f(x) + P0(x) = 0 , Pd 6= 0

が成り立つことと定める。

以下の性質は体上代数的な元の一般論から導かれるため証明を割愛する。

命題 2.3. C[[x]] の algebraic な元全体の集合は C[[x]] の部分環であり C(x) ∩ C[[x]] を
含む。

例えば、Fibonacci数の母関数 1/(1−x−x2)や、Catalan数の母関数 (1−
√
1− 4x)/2x

は algebraicである（ここで、上の議論で F1/2(−4x)と書いていた、1− 4xの平方根の一
つを

√
1− 4xで表している）。

C[[x]] の元に対する形式的微分を

∑
n≥0

anx
n

′

:=
∑
n≥1

nanx
n−1 で定める。これは通

常の和と積の微分の公式 (f + g)′ = f ′ + g′、(fg)′ = f ′g + fg′ を満たす。



2022年度数学特論７／組合せ論大意（縫田 光司） 17

定義 2.3. C[[x]]の元 f(x)が differentially finite（またはD-finite）であるとは、C(x)
上の線型空間として

dim spanC(x)

{(
d

dx

)k

f | k ≥ 0

}
< ∞

であることと定める。

上の条件は、ある d ≥ 0と P0, . . . , Pd ∈ C[x]について

Pd(x)f
(d)(x) + · · ·+ P1(x)f

′(x) + P0(x)f(x) = 0 , Pd 6= 0 (2)

が成り立つことと同値である。

定理 2.2. f(x) =
∑
n≥0

anx
n ∈ C[[x]]について以下の条件は同値である。

1. f は D-finiteである。
2. ある d ≥ 0と P0, . . . , Pd, Q ∈ C[x]について

Pd(x)f
(d)(x) + · · ·+ P1(x)f

′(x) + P0(x)f(x) = Q(x) , Pd 6= 0

が成り立つ。
3. ある d ≥ 0と P0, . . . , Pd ∈ C[x]（Pd 6= 0）をとると、

P0(n)an + P1(n)an+1 + · · ·+ Pd(n)an+d = 0

がすべての n ≥ 0について成り立つ。

証明.【1 ⇒ 3】関係式 (2)から出発する。Piたちの次数の最大値をDで表し、0 ≤ k ≤ D

について Piにおける xk の係数を pi,k で表す。すると、(2)式の左辺における xnの係数は

d∑
i=0

D∑
j=0

pi,j ·【f (i) での xn−j の係数】

=

d∑
i=0

D∑
j=0

pi,j · (n− j + i)(n− j + i− 1) · · · (n− j + 1)an−j+i

であり、これが常に 0 に等しい。ただし k < 0 のとき ak := 0 とおいている。よって、
−D ≤ k ≤ dについて

Rk(n) :=
∑

0≤i≤d , 0≤j≤D
i−j=k

pi,j · (n− j + i)(n− j + i− 1) · · · (n− j + 1)
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とおくとこれは nについての多項式であり、すべての n ≥ 0について

d∑
k=−D

Rk(n)an+k = 0

が成り立つ。ここで、Pd 6= 0であるから、少なくとも一つの j0 について pd,j0 6= 0であ
る。この j0 について、Rd−j0(n)は

pd,j0 · (n− j0 + d) · · · (n− j0 + 1) +【nの d− 1次以下の多項式】

という形であるから、Rd−j0 6= 0である。したがって Rk たちのどれかは 0でないので、
ある −D ≤ d′ ≤ dをとると、すべての n ≥ 0について

d′∑
k=−D

Rk(n)an+k = 0 , Rd′ 6= 0

が成り立つ。0 ≤ k ≤ d′ + D について R̂k(n) := Rk−D(n) とおき、m ≥ 0 について
n := m+D とおくことで、上の関係式は

d′∑
k=−D

R̂k+D(m+D)am+k+D =
d′+D∑
k′=0

R̂k′(m+D)am+k′ = 0

となる。R̂k′(m+D)たちはmの多項式であり R̂d′+D(m+D)は零多項式ではないので、
これが条件 3の関係式を与えている。
【3 ⇒ 2】0 ≤ ` ≤ dについて、(x+ `)(x+ `− 1) · · · (x+ `− j + 1)（j ≥ 0）が j 次多
項式でありその最高次係数が 1であることから、D 次以下のどの多項式も j = 0, . . . , D

に関する上記の多項式たちの一次結合で表せる。これを踏まえて、条件 3の関係式につい
て、Pi たちの次数の最大値を D で表し、

P`(x) =
D∑

j=0

b`,j(x+ `)(x+ `− 1) · · · (x+ `− j + 1) , b`,j ∈ C

と表しておく。また、

Q(x) :=

d∑
`=0

D∑
j=0

b`,jx
j+d−`f (j)(x)
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とする。ここで、m ≥ d+D のとき、Q(x)における xm の係数は

d∑
`=0

D∑
j=0

b`,j ·【f (j) における xm−j−d+` の係数】

=
d∑

`=0

D∑
j=0

b`,j · (m− d+ `)(m− d+ `− 1) · · · (m− d+ `− j + 1)am−d+`

=

d∑
`=0

P`(m− d)am−d+`

となる。この右辺は条件 3の関係式の左辺で n = m − dとしたものに等しいので、その
値は 0である。よって Q(x)は d+D − 1次以下の多項式である。さらに、Pd 6= 0であ
ることから、ある j0 について bd,j0 6= 0である。すると、Q(x)の定義式の右辺における
f (j0)(x)の係数は

bd,j0x
j0 +【xの j0 + 1次以上の項たち】

という形であることから零多項式ではない。よって、Q(x) ∈ C[x]の定義式を整理するこ
とで、条件 2の形の関係式が得られる。
【2 ⇒ 1】条件 2の関係式の両辺を degQ+1回微分すると、右辺は 0となり、左辺はある多
項式R0, . . . , Rd+degQについてRd+degQ(x)f

(d+degQ)(x)+· · ·+R1(x)f
′(x)+R0(x)f(x)

という形になる。さらに Rd+degQ(x) = Pd(x) 6= 0であることから、(2)式の形の関係式
が得られる。以上で主張が示された。

この定理により、D-finiteというクラスは、係数が nの多項式である一次結合の形の漸
化式をもつ数列の母関数のクラスであると捉えることができる。

algebraicな形式的冪級数の場合と同様に、以下の性質が成り立つ。

命題 2.4. C[[x]] の D-finite な元全体の集合は C[[x]] の部分環であり C(x) ∩ C[[x]] を
含む。

証明. C(x)を含む、という主張については、定理 2.2の条件 2で d = 0としたものを考え
ればよい。残りの主張について、f, g ∈ C[[x]]がD-finiteであるとする。定義より、有限次
元 C(x)-線型空間 Vf , Vg で、f (n) たちはすべて Vf に属し、g(n) たちはすべて Vg に属し、
かつ Vf と Vg が C[[x]]の有限部分集合で生成されるものが存在する。すると、n ≥ 0のと
き (f±g)(n) ∈ Vf +Vg となり、Vf +Vg も有限次元であるから、定義より f±gもD-finite
である。また、{α1, . . . , αdf

} ⊆ C[[x]]を Vf の有限な生成系、{β1, . . . , βdg
} ⊆ C[[x]]を

Vg の有限な生成系とすると、元 αiβj（1 ≤ i ≤ df、1 ≤ j ≤ dg）たちで生成される C(x)-
線型空間W も有限次元であり、n,m ≥ 0のとき常に f (n)g(m) ∈ W が成り立つ。すると
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n ≥ 0について

(fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k) ∈ W

となるので、定義より fg も D-finiteである。以上より主張が成り立つ。

上記二つのクラス（algebraicと D-finite）について、以下の関係が成り立つ。

定理 2.3. f ∈ C[[x]]が algebraicならば D-finiteである。

証明. f が algebraicであることから、C(x)に f を添加した体 C(x, f)は C(x)上有限次
元であることを注意しておく。f が algebraicであることから導かれる関係式

Pdf
d + · · ·+ P1f + P0 = 0 , Pi ∈ C[x] , Pd 6= 0

のうち、dが最小のものをとる。両辺を微分すると
d∑

i=0

P ′
if

i +

(
d∑

i=1

Pi · if i−1

)
· f ′ = 0

となる。ここで dの最小性より、f ′ の係数部分は 0でないので、f ′ について整理した式
より f ′ ∈ C(x, f)が成り立つ。すると、もし f (n) ∈ C(x, f)であれば、商の微分の公式に
より f (n+1) は xと f と f ′ に関する有理式となり、f ′ ∈ C(x, f)であることからこれは
C(x, f) の元となる。これを再帰的に用いると、すべての n ≥ 0 について f (n) は有限次
元 C(x)-線型空間 C(x, f)の元となる。よって定義より f は D-finiteであり、主張が成り
立つ。

定理 2.3より、例えば Catalan数の母関数は D-finiteであることがわかる（が、これは
Catalan数の元々の定義からは明らかなことではないであろう）。なお、定理 2.3の逆は
成立しないことが知られている（[6]の 6章の Exercise 6.1を参照）。
次に、二つの数列の母関数がともに D-finiteであれば、それらの数列を項ごとに掛け算
してできる数列の母関数もまた D-finite である、ということを示す。そのために準備を
行う。

定義 2.4. C-値の数列の集合上の同値関係 ∼を、

(an)n ∼ (bn)n
def⇔ ある N をうまくとると、すべてのm ≥ N について am = bm

で定める。その同値類 [an]n を、(an)n を含む芽（germ）と呼ぶ。

数列の項ごとの和や積は、芽に対する和や積の演算を自然に導くことを注意しておく。
なお、「母関数が D-finiteである」という性質は上記の同値関係によって保たれる。すな
わち以下が成り立つ。
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命題 2.5. 数列 (an)n と (bn)n が上の意味で同値であるとし、f(x) と g(x) をそれぞれ
(an)n と (bn)n の母関数とする。このとき、f が D-finiteであれば g も D-finiteである。

証明. 前提より、すべての f (n) たちはある有限次元 C(x)-線型空間 V に属する。また
(an)n ∼ (bn)n より、ある多項式 P (x)について g = f + P となる。するとどの n ≥ 0に
ついても g(n) = f (n) +P (n) ∈ V +C(x)が成り立ち、V +C(x)も C(x)上有限次元であ
るから、g は D-finiteである。よって主張が成り立つ。

補題 2.3. f(x)を数列 (an)n の母関数とすると、以下は同値である。

1. f は D-finiteである。
2. {[an+i]n | i ≥ 0}が生成する C(n)上の線型空間は有限次元である。

証明.【1 ⇒ 2】定理 2.2の条件 3における関係式を Pd で割って整理すると、

an+d = Q0(n)an +Q1(n)an+1 + · · ·+Qd−1(n)an+d−1 , Qi ∈ C(x)

という形の関係式が得られる。k ≥ 0について、上記の nに n+ k を代入することで、ど
の n ≥ 0についても

an+d+k = Q0(n+ k)an+k +Q1(n+ k)an+k+1 + · · ·+Qd−1(n+ k)an+k+d−1

が成り立つ。したがって、芽についての関係として、m ≥ d のとき常に [an+m]n は
[an]n, [an+1]n, . . . , [an+m−1]n たちの C(n)上の一次結合で表せる。これを再帰的に用い
ると、どの [an+m]n も [an]n, [an+1]n, . . . , [an+d−1]n が生成する C(x)上の有限次元線型
空間に属することがわかる。よって条件 2が成り立つ。
【2 ⇒ 1】前提より、ある d ≥ 0と P0, . . . , Pd ∈ C[x]（Pd 6= 0）について、芽の関係式
として

P0(n)[an]n + · · ·+ Pd(n)[an+d]n = [0]

が成り立つ。したがって、ある N をうまくとると、n ≥ N のとき常に

P0(n)an + · · ·+ Pd(n)an+d = 0

が成り立つ。すると、R(x) := x(x− 1) · · · (x−N + 1)について、n ≥ N のとき

P0(n)R(n)an + · · ·+ Pd(n)R(n)an+d = 0

が成り立つ。また、0 ≤ n ≤ N − 1のときも、R(n) = 0であることからやはり上の関係
式が成り立つ。PdR 6= 0 であるから、(an)n について定理 2.2 の条件 3 が成り立ってい
る。よって f は D-finiteであり、主張が成り立つ。
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定理 2.4. f(x)と g(x)をそれぞれ数列 (an)n と (bn)n の母関数とし、数列 (anbn)n の母
関数を f ∗ g で表す。このとき、f と g がともに D-finiteであれば、f ∗ g も D-finiteで
ある。

証明. 芽 [an+i]n（i ≥ 0）たちが生成する C(x)-線型空間を Va、芽 [bn+i]n（i ≥ 0）たち
が生成する C(x)-線型空間を Vb で表す。補題 2.3 よりこれらはともに有限次元である。
(α1, . . . , αda

)を Va の基底、(β1, . . . , βdb
)を Vb の基底とすると、元 αiβj（1 ≤ i ≤ da、

1 ≤ j ≤ db）たちで生成される C(x)-線型空間W も有限次元であり、i ≥ 0 のとき常に
[an+ibn+i]n = [an+i]n · [bn+i]n ∈ W が成り立つ。よって補題 2.3 より f ∗ g も D-finite
である。

この節の最後に、多次元数列の「対角部分」として得られる数列の母関数に関する下
記の事実を紹介する。証明はここでは割愛する。主張の前半部については [6] の 6 章の
Exercise 6.61を、後半部については [6]の 6章の Theorem 6.3.3を参照されたい。

定理 2.5. n変数の形式的冪級数

f(x1, . . . , xn) =
∑

k1,...,kn≥0

ak1,...,kn
xk1
1 · · ·xkn

n ∈ C[[x1, . . . , xn]]

について、diag(f)(x) :=
∑
k≥0

ak,...,kx
k と定める。この f が C(x1, . . . , xn)の元でもある

とき、diag(f)(x)は D-finiteである。さらに、上の状況で n = 2の場合には、diag(f)(x)
は algebraicである。

演習問題

■問題 1. 前述した Fibonacci 数をここでは (Fn)n で表し、また、Lucas 数 (Ln)n を
L0 = 2、L1 = 1、および漸化式 Ln+2 = Ln + Ln+1 で定める。このとき、関係式
Ln = 2Fn − Fn−1（n ≥ 1）が成り立つことを母関数を用いて証明せよ。
（ヒント：Fibonacci数と Lucas数の母関数について、各項の係数を決定する必要はな
く、有理式としての表示が得られれば本問には充分である。）

■問題 2. 整数 n ≥ 1について、分割 (n, n)に対応する Young図形を Y とする。Y の箱
の各々に 1から 2nまでの数字を一つずつ、異なる箱の中身が互いに異なるように入れる
ことを考える。このような配置のうち、以下の条件を満たすものを形が Y の標準Young
盤（standard Young tableau）と呼ぶ。

• 同じ行に入っている数字は、右にいくほど大きくなる。
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• 同じ列に入っている数字は、下にいくほど大きくなる。

このとき、形が Y の標準 Young盤の総数が Cn に等しいことを、(0, 0)から (2n, 0)まで
の Dyck path全体の集合と形が Y の標準 Young盤全体の集合の間に全単射を構成する
ことで証明せよ。

■問題 3. 整数 n ≥ 0について、(1, 0)、(0, 1)、(1, 1)という 3種類のベクトルたちの和
で (n, n) を作る方法の総数（和の順序も込みで考える）を an とするとき、その母関数∑
n≥0

anx
n が algebraicであることを示せ。

（ヒント：定理 2.5 の後半部分を用いる。母関数が有理式となる 2 次元数列 (bn,m)n,m

で an = bn,n を満たすものを適切に構成せよ。）

■問題 4. Catalan数 Cn についてDn := C2
n とするとき、数列 (Dn)n について定理 2.2

の条件 3のような関係式を構成せよ。
（コメント：前述のように Catalan数の母関数は D-finiteであるから、定理 2.4により
(Dn)n の母関数も D-finite であり、したがって上記のような関係式が存在することは保
証されている。）
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3 包除原理とMöbius反転公式
本節の内容は Stanleyの著書 [5]の 3章を参考にしている。
n 次対称群の元 σ ∈ Sn が攪乱順列（derangement）であるとは、固定点をもたない、
つまりどの a ∈ {1, . . . , n}についても σ(a) 6= aであることと定める。n文字の攪乱順列
の集合をここでは Dn と書くことにする。例えば、n = 3として、D3 の要素数を調べて
みる。S3 の要素数は全部で

3!

であるが、この中には 1を固定する元、2を固定する元、3を固定する元が余分に含まれ
ている。これらはそれぞれ（2個の元に対する置換の総数なので）2!個ずつあるので、調
整のためにそれらを引き算すると

3!− 3 · 2!

となる。しかし、今度は 1 と 2 をともに固定する元を考えたとき、上の式ではそれらが
1− 2 = −1回数えられてしまっている。これを打ち消すために、そうした元（1個の元に
対する置換となる）の個数 1!を加える。1と 3をともに固定する元、2と 3をともに固定
する元についても同様にすると、

3!− 3 · 2! + 3 · 1!

となる。しかしそうすると、1と 2と 3をすべて固定する元（0個の元に対する置換）は
1− 3 + 3 = 1回数えられてしまっているので、それを打ち消すためにその個数 0!を引く
必要がある。結果として、

|D3| = 3!− 3 · 2! + 3 · 1!− 0! = 6− 3 · 2 + 3 · 1− 1 = 2

が得られる（実際、D3 = {(123), (132)}である）。
上の議論を一般化すると、同様に足し引きの調整をうまく行うことで

|Dn| = n!−
(
n

1

)
· (n− 1)! +

(
n

2

)
· (n− 2)!− · · ·+ (−1)n · 0!

=
n∑

k=0

(−1)k
n!

k!
= n! ·

n∑
k=0

(−1)k

k!
≈ n!

e

が得られる。以降では、この「足し引きの調整をうまく行うことで」の部分をきちんと定
式化して取り扱うことができる包除原理（Principle of Inclusion-Exclusion）という理論
（「包含と排除の原理」とも呼ばれる）について説明する。
包除原理は、一般には半順序集合におけるMöbius関数という対象を用いて記述される。
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定義 3.1. P を集合、�を P 上の二項関係とする。以下の条件が成り立つとき、(P,�)は
（あるいは単に、P は）半順序集合（partially ordered set, poset）であるという。また、
このような �を半順序（partial order）という。

1. x ∈ P について、x � x（反射律、reflexivity）
2. x, y ∈ P について、x � y かつ y � xであれば x = y（反対称律、antisymmetry）
3. x, y, z ∈ P について、x � y かつ y � z であれば x � z（推移律、transitivity）

また、さらに

• どの x, y ∈ P についても、x � y または y � x

が成り立つとき、P は全順序集合（totally ordered set）であるといい、また �を全順序
（total order）という。

以下では、順序を表すのに �という記号を用いているときは、「x � y かつ x 6= y」と
いう関係を x ≺ y で表すこととする。

例 3.1. 半順序集合 P の元 x, y について、x ≺ y でありかつ、x ≺ z ≺ y を満たす z が存
在しないとき、y は xをカバーする、xは y にカバーされるという。P の元を点として、
yが xをカバーしているとき xと yを線で結び、yが xより上側にくるように配置してで
きる図のことを P のHasse図（Hasse diagram）という。例えば、非負整数の集合 Z≥0

上で通常の大小関係を考えると全順序集合となり、その Hasse 図（の一部）は図 4 の左
側のようになる。（推移律より、1 本の線で直接結ばれていない場合にも、ある元から上
向きにいくつかの線を辿った先の元との間には順序関係が存在することを注意しておく。）
また、集合 {1, 2, 3}の部分集合の全体に包含関係 ⊆で順序を定めてできる半順序集合の
Hasse図は図 4の中央のようになり、すべての Young図形の集合に（図形を左上に揃え
て置いた際の）包含関係で順序を定めてできる半順序集合の Hasse図（の一部）は図 4の
右側のようになる。

定義 3.2. (P,�P )と (Q,�Q)を半順序集合とし、f : P → Qとする。x, y ∈ P、x �P y

のとき常に f(x) �Q f(y) であるならば、f は順序保存（order-preserving）であると
いう。また、f が全単射であり f と f−1 がともに順序保存であるとき、f を同型写像
（isomorphism）という。このような同型写像が存在するとき P とQは同型（isomorphic）
であるといい、P ' Qで表す。

定義 3.3. P を半順序集合とする。x, y ∈ P、x � y のとき、

[x, y]P := {z ∈ P | x � z � y}
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図 4 半順序集合の Hasse図の例

と定める。この記号のもと、x, y ∈ P が x � y であれば常に [x, y]P が有限集合であると
き、P は局所有限（locally finite）であるという。

局所有限な半順序集合 P について、

I(P ) := {(x, y) ∈ P 2 | x � y}

と定めて、集合 CI(P ) := {f : I(P ) → C}上の和と積を以下のように定める：f, g ∈ CI(P )

と (x, y) ∈ I(P )について、

(f + g)(x, y) := f(x, y) + g(x, y) , (fg)(x, y) :=
∑
z ;

x�z�y

f(x, z)g(z, y) .

また、CI(P ) 上のスカラー倍を、f ∈ CI(P )、α ∈ Cと (x, y) ∈ I(P )について

(α · f)(x, y) := αf(x, y)

で定める。一方、集合 CP := {f : P → C}について和と積とスカラー倍を (f + g)(x) :=

f(x) + g(x)、(fg)(x) := f(x)g(x)および (α · f)(x) := αf(x)で定めると、CP が C-代
数となることが直ちに確かめられる。

命題 3.1. 上の定義のもと、CI(P ) は C-代数となり、δ : I(P ) → Cを

δ(x, y) =

{
1 （x = y のとき）
0 （それ以外）

で定めると、δ は CI(P ) の乗法単位元となる。さらに、f ∈ CP に対して f̂ ∈ CI(P ) を
f̂(x, y) := f(x)δ(x, y)で定めると、対応 f 7→ f̂ は CP から CI(P ) への C-代数の準同型
である。
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証明. CI(P ) が C-線型空間であることは定義から明らかである。
積の結合法則は、

((fg)h)(x, y) =
∑

x�z�y

(fg)(x, z) · h(z, y)

=
∑

x�w�z�y

f(x,w)g(w, z) · h(z, y)

=
∑

x�w�y

f(x,w) · (gh)(w, y) = (f(gh))(x, y)

より成り立つ。
分配法則の片側は、

((f + g)h)(x, y) =
∑

x�z�y

(f + g)(x, z) · h(z, y)

=
∑

x�z�y

(f(x, z) + g(x, z)) · h(z, y)

=
∑

x�z�y

(f(x, z)h(z, y) + g(x, z)h(z, y))

= (fh)(x, y) + (gh)(x, y) = (fh+ gh)(x, y)

より成り立つ。逆側についても同様である。
f, g ∈ CI(P )、α ∈ C、(x, y) ∈ I(P )について

(α · (fg))(x, y) = α(fg)(x, y)

= α
∑

x�z�y

f(x, z)g(x, y)

=
∑

x�z�y

(αf(x, z))g(x, y)

=
∑

x�z�y

(α · f)(x, z)g(x, y) = ((α · f)g)(x, y)

より α · (fg) = (α · f)gであり、同様に α · (fg) = f(α · g)である。以上より CI(P ) は C-
代数である。

(δf)(x, y) =
∑

x�z�y

δ(x, z)f(z, y) = 1 · f(x, y) = f(x, y)

より δf = f であり、同様に fδ = f となるので、δ は CI(P ) の乗法単位元である。
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f, g ∈ CP、α ∈ C、(x, y) ∈ I(P )について、

(f̂ + ĝ)(x, y) = f̂(x, y) + ĝ(x, y)

= f(x)δ(x, y) + g(x)δ(x, y)

= (f(x) + g(x))δ(x, y)

= (f + g)(x)δ(x, y) = f̂ + g(x, y) ,

(f̂ ĝ)(x, y) =
∑

x�z�y

f̂(x, z)ĝ(z, y)

=
∑

x�z�y

f(x)δ(x, z)g(z)δ(z, y)

= f(x)g(x)δ(x, y)

= (fg)(x)δ(x, y) = f̂g(x, y) ,

(α · f̂)(x, y) = αf̂(x, y)

= αf(x)δ(x, y)

= (α · f)(x)δ(x, y) = α̂ · f(x, y)

となる。よって対応 f 7→ f̂ は C-代数の準同型である。以上より主張が成り立つ。

以降では、x ∈ P について ∧x := {w ∈ P | w � x}が常に有限集合であると仮定する。
f ∈ CI(P ) と ϕ ∈ CP について、ϕ ∗ f ∈ CP を

(ϕ ∗ f)(x) :=
∑
w�x

ϕ(w)f(w, x)

で定める。

補題 3.1. f, g ∈ CI(P ) と ϕ ∈ CP について、ϕ ∗ (fg) = (ϕ ∗ f) ∗ g および ϕ ∗ δ = ϕが
成り立つ。

証明. x ∈ P について、

(ϕ ∗ (fg))(x) =
∑
w�x

ϕ(w)(fg)(w, x)

=
∑

w�z�x

ϕ(w)f(w, z)g(z, x)

=
∑
z�x

(ϕ ∗ f)(z)g(z, x) = ((ϕ ∗ f) ∗ g)(x) ,

(ϕ ∗ δ)(x) =
∑
w�x

ϕ(w)δ(w, x) = ϕ(x)δ(x, x) = ϕ(x)
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が成り立つ。よって主張が成り立つ。

定義 3.4. P を局所有限な半順序集合とする。P 上のMöbius関数 µ = µP ∈ CI(P ) を、
x ∈ P のとき µ(x, x) := 1、x ≺ y のとき µ(x, y) := −

∑
z ;

x≺z�y

µ(z, y) で再帰的に定義

する。

以降では P を局所有限な半順序集合とする。

補題 3.2. すべての (x, y) ∈ I(P ) について 1(x, y) = 1 となる 1 ∈ CI(P ) について、
1µ = δ が成り立つ。

証明. x ∈ P について

(1µ)(x, x) = 1(x, x)µ(x, x) = 1 = δ(x, x)

が成り立ち、また x ≺ y のとき

(1µ)(x, y) =
∑

x�z�y

1(x, z)µ(z, y)

=
∑

x�z�y

µ(z, y)

= µ(x, y) +
∑

x≺z�y

µ(z, y) = 0 = δ(x, y)

が成り立つ。以上より主張が成り立つ。

補題 3.3. µ1 = δ が成り立つ。

証明. 主張の等式は、各 (x, y) ∈ I(P )について
∑

x�z�y

µ(x, z) = δ(x, y)であることと等

価である。後者の性質を、P の Hasse図で xから y まで上向きに辿る最長経路が含む辺
の数についての数学的帰納法で示す。x = y のときは µ(x, x) = 1 = δ(x, x)より主張が成
り立つ。以降では x ≺ y とする。µの再帰的な定義より∑
x�z�y

µ(x, z) = 1+
∑

x≺z�y

µ(x, z) = 1−
∑

x≺z�y

∑
x≺w�z

µ(w, z) = 1−
∑

x≺w�y

∑
w�z�y

µ(w, z)

である。帰納法の仮定より、各 w ∈ [x, y]P \ {x}について
∑

w�z�y

µ(w, z) = δ(w, y)であ

るから、∑
x�z�y

µ(x, z) = 1−
∑

x≺w�y

δ(w, y) = 1− δ(y, y) = 1− 1 = 0 = δ(x, y)
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となる。以上より主張が成り立つ。

定理 3.1. f, g ∈ CP について、g = f ∗ 1と f = g ∗ µは互いに同値である。この性質を
Möbiusの反転公式（Möbius inversion formula）と呼ぶ。

証明. 補題 3.2と補題 3.3より µは 1の（両側）逆元であるから、g = f ∗ 1のとき

g ∗ µ = (f ∗ 1) ∗ µ = f ∗ (1µ) = f ∗ δ = f

であり、また f = g ∗ µのとき

f ∗ 1 = (g ∗ µ) ∗ 1 = g ∗ (µ1) = g ∗ δ = g

である。よって主張が成り立つ。

Möbiusの反転公式の適用例として、冒頭の攪乱順列の例を再考する。T ⊆ {1, . . . , n}
について

F(T ) := {σ ∈ Sn | σ(a) 6= a ⇔ a ∈ T} , f(T ) := |F(T )| ,

G(T ) := {σ ∈ Sn | σ(a) 6= a ⇒ a ∈ T} , g(T ) := |G(T )|

と定める。定義よりDn = F({1, . . . , n})である。ここで G(T )は U ⊆ T に対する F(U)

たちの非交和であるので、g(T ) =
∑

U⊆T f(U)である。半順序集合 P として {1, . . . , n}
の部分集合全体に包含関係で順序を定めたものを考えると、上の関係式は

g(T ) =
∑
U⊆T

f(U) =
∑
U⊆T

f(U)1(U, T ) = (f ∗ 1)(T )

したがって g = f ∗ 1 を意味する。すると Möbius の反転公式より f = g ∗ µP となり、
特に

|Dn| = f({1, . . . , n}) =
∑

U⊆{1,...,n}

g(U)µP (U, {1, . . . , n})

が成り立つ。さらにこの場合のMöbius関数は以下のように決定できる。

命題 3.2. 上の P について、µP (I, J) = (−1)|J|−|I| が成り立つ。

証明. |J | − |I|についての数学的帰納法を用いる。I = J のときは定義より明らかである。
I ( J のとき、

µP (I, J) = −
∑

I(K⊆J

µP (K,J) = −
∑

I(K⊆J

(−1)|J|−|K|
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（ここで帰納法の仮定を用いた）

= −
|J|−|I|∑
k=1

(
|J | − |I|

k

)
(−1)|J|−(|I|+k)

= (−1)|J|−|I| −
|J|−|I|∑
k=0

(
|J | − |I|

k

)
(−1)|J|−|I|−k

= (−1)|J|−|I| − (1− 1)|J|−|I| = (−1)|J|−|I|

となりやはり主張が成り立つ。以上より主張が成り立つ。

この結果を上の関係式に代入することで、

|Dn| =
∑

U⊆{1,...,n}

(−1)n−|U |g(U)

となる。さらに、G(U)は U に属さない点をすべて固定する元の集合であるから、g(U) =

|U |!が成り立つ。以上より

|Dn| =
∑

U⊆{1,...,n}

(−1)n−|U ||U |! =
∑
k≥0

(−1)n−k

(
n

k

)
k!

=
∑
k≥0

(−1)n−k n!

(n− k)!
=
∑
k≥0

(−1)k
n!

k!

となり、この節の冒頭に述べた事実が導かれる。
別の例として、P を正整数全体の集合とし、a, b ∈ P について a | b（つまり aが bの約
数）であるとき a � bとして順序関係を定めると、これは半順序集合となる。この場合の
Möbius関数は以下のように決定できる。

命題 3.3. 上の P について、b/a = pe11 · · · pe`` （pi たちは異なる素数、ei > 0）と素因数
分解する。このとき、ei たちがすべて 1であれば µP (a, b) = (−1)` であり、それ以外の
とき µP (a, b) = 0である。

証明. e1 + · · ·+ e` についての数学的帰納法を用いる。ei たちがすべて 1であるとき、集
合 {1, . . . , `}の部分集合全体 P({1, . . . , `})から [a, b]P への写像 f を f({i1, . . . , ik}) :=
api1 · · · pik で定めると f は同型写像である。定義より µP (a, b)の値は [a, b]P の順序構造の
みから定まるため、上で決定したP({1, . . . , `})のMöbius関数の形より µP (a, b) = (−1)`

が成り立つ。
一方、ei たちの少なくとも一つが 2以上であるとき、定義より

µP (a, b) = −
∑
c 6=a ;

a|c , c|b

µP (c, b)
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である。ここで b/cが平方因子をもつときは帰納法の仮定より µP (c, a) = 0であるため、
上記の和における cは実質的に、b/cが平方因子をもたないような c全体を動く（現在の
仮定より b/aは平方因子をもつことを注意しておく）。すると

µP (a, b) = −
∑
c ;

bp−1
1 ···p−1

` |c , c|b

µP (c, b) = −
∑

c∈[bp−1
1 ···p−1

` ,b]P

µP (c, b) = 0

となる。以上より主張が成り立つ。

正整数 nの関数 f と g について、g(n) =
∑

d|n f(d)が常に成り立つことは g = f ∗ 1
と等価である。このとき、Möbius の反転公式より f = g ∗ µP となるので、f(n) =∑

d|n g(d)µP (d, n)が導かれる。これは初等整数論におけるMöbiusの反転公式である。

演習問題

■問題 1. P = {1, 2, . . . , 10}とし、aが bの約数であるとき a � bとして P 上の半順序
を定める。この P の Hasse図を描画せよ。

■問題 2. 半順序集合 P,Qと写像 f : P → Qで、f が全単射かつ順序保存であるが同型
写像ではないような例を構成せよ。
（コメント：例えば群については、f : G → H が全単射かつ準同型であれば常に同型写
像となる。同様の性質が半順序集合の場合には成り立たない、ということである。）

■問題 3. P,Qを半順序集合、f : P → Qを全単射な順序保存写像とする。さらに P 上
の順序が全順序であれば、f は同型写像であることを証明せよ。

■問題 4. P を箱が 3 個以下の Young 図形全体の集合とし、包含関係で順序を定める。
このとき、すべての Y ∈ P について µP (∅, Y )の値を決定せよ。
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4 順序集合と束
本節の内容は [5]の 3章を参考にしている。
組合せ論（あるいは離散数学）の分野では半順序集合自体も研究対象になっており、さ
まざまな概念や、特殊な半順序集合のなす部分クラスなどが考えられている。

定義 4.1. P を半順序集合、S をその部分集合とする。P における順序関係を S に制限す
ることで S も半順序集合となる。このような半順序集合を P の部分半順序集合と呼ぶ。
また、

• x ∈ P が S の上界（upper bound）であるとは、どの y ∈ S についても x � y が
成り立つことと定める。同様に、x ∈ P が S の

かかい

下界（lower bound）であるとは、ど
の y ∈ S についても x � y が成り立つことと定める。

• x ∈ S が S において極大（maximal）であるとは、y ∈ S が y � xを満たせば常に
y = xであることと定める。同様に、x ∈ S が S において極小（minimal）である
とは、y ∈ S が y � xを満たせば常に y = xであることと定める。

• x ∈ S が S において最大（maximum）であるとは、x自身が S の上界であること
と定める。同様に、x ∈ S が S において最小（minimum）であるとは、x自身が
S の下界であることと定める。

P が最大元（、最小元）をもつとき、その元を maxP や 1や 1P（、minP や 0や 0P）
で表すことがある。

例 4.1. P = {1, 2, . . . , 10} に整除関係、つまり a � b ⇔ a | b で順序を定めたものを
考える。S1 = {2, 3} の上界となるのは 6 だけであり、S1 の下界となるのは 1 だけであ
る。S2 = {4, 6} の上界は存在せず、S2 の下界となるのは 1 と 2 である。P の極大元は
6, 7, 8, 9, 10であり、P には最大元は存在しない。P の最小元は 1であり、P の極小元も
1のみである（演習問題を参照）。

定義 4.2. P を半順序集合、S ⊆ P とする。P における S の上界全体の集合が最小元を
もつとき、その元を S の結び（join）といい、

∨
S や

∨
x∈S xなどの記号で表す。S が有

限集合 {x1, . . . , xn}である場合にはその結びを x1 ∨ · · · ∨ xn とも書く。また、P におけ
る S の下界全体の集合が最大元をもつとき、その元を S の交わり（meet）といい、

∧
S

や
∧

x∈S x などの記号で表す。S が有限集合 {x1, . . . , xn} である場合にはその交わりを
x1 ∧ · · · ∧ xn とも書く。
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例 4.2. 文字 a, b, c を有限個（0 個も含む）並べてできる文字列全体の集合を P とし、
w, v ∈ P について w が v の中に連続する部分列として現れるとき w � v として順序関
係を定める。例えば aba � cababであるが abb 6� acbb、といった具合である。このとき、
w = ab、v = bcとすると、wと vの共通の下界は ∅（空の文字列）および bであり、∅ � b

であるから、その交わりは w ∧ v = bである。一方、wと v の共通の上界全体の集合に最
小元は存在せず、したがって wと v の結び w ∨ v は存在しない。

定義 4.3. P を半順序集合とする。P の空でない有限部分集合が常に結びと交わりをもつ
とき、P は

そく

束（lattice）であるという。また、P の空でない部分集合が常に結びと交わり
をもつとき、P は完備束（complete lattice）であるという。

定義より、有限な束は完備束であることを注意しておく。

例 4.3. • あらゆる全順序集合は束である。
• ある群 G の部分群全体の集合 P に包含関係で順序を入れたもの（つまり、H1 �

H2 ⇔ H1 ⊆ H2）は完備束である。この場合、Hλ ∈ P（λ ∈ Λ）たちの交わりは⋂
λ∈ΛHλ、結びは

⋃
λ∈ΛHλ が生成する Gの部分群である。

• 正整数全体の集合 Z>0 に整除関係で順序を入れたものは束である。この場合、
a1, . . . , an ∈ Z>0 の結びはそれらの最小公倍数、交わりはそれらの最大公約数で
ある。一方、Z>0 の空でない部分集合は常に交わりをもつ（演習問題を参照）が、
Z>0 は完備束ではない。実際、S = {p ∈ Z>0 | pは素数}とすると S は結びをも
たない。

命題 4.1. Lを空でない完備束とする。このとき Lには最大元と最小元が存在する。

証明. Lは完備束であり L 6= ∅であるから、特に L自身の結びと交わりがともに存在す
る。前者が Lの最大元、後者が Lの最小元である。

命題 4.2. P を半順序集合とし、条件「x, y ∈ P のとき常に結び x ∨ y が存在する」を満
たすとする。このとき、P の空でない有限部分集合は常に結びをもつ。上記の大小関係を
入れ換えた主張（結びの代わりに交わりを考える）も成り立つ。特に、P の 2元が常に結
びと交わりをもてば P は束である。

証明. 結びについての主張を示せば残りの主張も導かれる。1 元集合については明らか
に
∨
{x} = x である。以降では、x ∈ P および空でない有限部分集合 S ⊆ P について∨

(S ∪ {x})が存在して (
∨
S) ∨ xに等しいことを |S|についての数学的帰納法で示す。S

が 1元集合 {y}である場合には主張は前提より明らかである。以降では |S| ≥ 2とする。
帰納法の仮定により

∨
S は存在する。このとき a := (

∨
S) ∨ xは xの上界であり、また
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S の上界
∨

S の上界であるから S の上界でもある。よって aは S ∪ {x}の上界である。
また、bを S ∪ {x}の上界とすると、b � xであり、また bは S の上界であるから、

∨
S

の定義より b �
∨

S である。これらより b � (
∨

S) ∨ x = aである。よって aは S ∪ {x}
の最小の上界であり、aが S ∪ {x}の結びとなる。以上よりすべての S について上記の主
張が成り立つ。このことから元々の主張が導かれる。

半順序集合 P の Möbius 関数 µP について、P が束であれば µP の値が比較的計算し
やすいことを述べる。有限束 L について、L を基底とする C-線型空間を A(L) で表し、
A(L)の C-代数としての積を xy := x ∧ y（x, y ∈ L）で定義する。A(L)の乗法単位元は
Lの最大元 1L である。各 x ∈ Lについて

ζx :=
∑
y�x

µL(y, x)y ∈ A(L)

と定める。

補題 4.1. 上の状況で、x ∈ Lのとき x =
∑

y�x ζy である。

証明. z ∈ L について、A(L) の元にその z の係数を対応させる射影を πz と書くと、
πz(ζx) =

∑
y�x µL(y, x)πz(y)である。fz, gz : L → Cを fz(x) := πz(ζx)、gz(x) := πz(x)

と定めると、上の式は CL における関係式 fz = gz ∗ µL を意味する。するとMöbiusの反
転公式より gz = fz ∗ 1、したがって

πz(x) = gz(x) =
∑
y�x

1(y, x)fz(y) =
∑
y�x

πz(ζy)

となる。よって x =
∑

y�x ζy であり、主張が成り立つ。

補題 4.1により、ζx たちは A(L)の C-線型空間としての生成系である。さらに個数を
比較することで、ζx たちは A(L)の C-線型空間としての基底でもある。

補題 4.2. A(L)から Cの |L|個の直和（後者の基底を x̂（x ∈ L）で表す）への C-線型
写像 θ を θ(ζx) := x̂（x ∈ L）で定めると、θ は C-代数の同型写像である。特に x, y ∈ L

のとき

ζxζy =

{
ζx （x = y のとき）
0 （x 6= y のとき）

が成り立つ。

証明. 主張の前半が成り立てば後半は θの定義から直ちに導かれる。θが C-線型空間の同
型写像であることは定義から明らかであるので、あとは θ が積を保つことを示せばよく、
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そのためには x, y ∈ Lについて θ(x)θ(y) = θ(x ∧ y)であることを示せばよい。

θ(x)θ(y) = θ

∑
z�x

ζz

 θ

∑
w�y

ζw


=

∑
z�x

ẑ

∑
w�y

ŵ


=

∑
z�x ,w�y

ẑŵ

=
∑

z ; z�x , z�y

ẑ

=
∑

z�x∧y

ẑ = θ

 ∑
z�x∧y

ζz

 = θ(x ∧ y)

であるので、主張が成り立つ。

最大元 1P をもつ半順序集合 P について、1P にカバーされる P の元を P の coatom
という。同様に、最小元 0P をもつ半順序集合 P について、0P をカバーする P の元を P

の atomという。

定理 4.1. Lを有限束とし、Lの coatom全体の集合を A∗ で表す。非負整数 k について

Nk :=
∣∣∣{S ⊆ A∗ : |S| = k ,

∧
S = 0L

}∣∣∣
とすると、µL(0L, 1L) =

∑
k≥0

(−1)kNk である。

証明. x ∈ A∗ について、A(L)において

1L − x =
∑
y�1L

ζy −
∑
y�x

ζy =
∑

y , y 6�x

ζy

である。よって ∏
x∈A∗

(1L − x) =
∏

x∈A∗

∑
y 6�x

ζy

となる。補題 4.2を用いて右辺を ζy たちの一次結合に展開したとき、消えずに残る項は
どの x ∈ A∗ についても y 6� xとなる y についての ζy の項だけである。A∗ の定義より、
このような y は y = 1L のみであるので、∏

x∈A∗

(1L − x) = ζ1L =
∑
z∈L

µL(z, 1L)z
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となる。両辺における 0L の係数を比較すると、∑
k≥0

(−1)kNk = µL(0L, 1L)

となる。よって主張が成り立つ。

束の中でさらに何らかの条件を満たすもののなす部分クラスが色々と考えられている。
ここではその一つを紹介する。

定義 4.4. 束 Lが分配束（distributive lattice）であるとは、x, y, z ∈ Lについて常に分
配法則 x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)および x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)が成り立つ
ことと定める。

注意 4.1. 束 Lの元 x, y, zについて常に x∨ (y∧ z) � (x∨ y)∧ (x∨ z)かつ x∧ (y∨ z) �
(x∧ y)∨ (x∧ z)であるから、分配束の条件については x∨ (y ∧ z) � (x∨ y)∧ (x∨ z)お
よび x ∧ (y ∨ z) � (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)という向きだけを確かめれば充分である。

例 4.4. • 集合 S の冪集合 P(S)に包含関係で順序を入れたものを考えると P(S)は
分配束である。実際、P(S) における結びと交わりはそれぞれ和集合をとる操作、
共通部分集合をとる操作に対応しており、分配束の定義の条件は和集合と共通部分
集合の分配法則にほかならない。

• P を半順序集合とする。部分集合 I ⊆ P について、x, y ∈ P が x ∈ I と y � xを
満たすとき常に y ∈ I であれば、I を P の order idealという。

J(P ) := {I ⊆ P | I は P の order ideal }

と定めると、(J(P ),⊆)は分配束である。実際、I1, I2 ∈ J(P )のとき I1∩I2 ∈ J(P )

かつ I1 ∪ I2 ∈ J(P ) であることから、I1 ∧ I2 = I1 ∩ I2、I1 ∨ I2 = I1 ∪ I2 であ
り、特に J(P )は束である。すると分配束の条件は集合の包含関係の性質より導か
れる。

• 群 Gの部分群の全体がなす束 Lは一般に分配束とは限らない。実際、G = S3 とし
て、部分群 H1 = 〈(12)〉, H2 = 〈(13)〉, H3 = 〈(23)〉を考えると、H2 ∧H3 = {id}
よりH1 ∨ (H2 ∧H3) = H1 ∨ {id} = H1 である。一方、H1 ∨H2 = H1 ∨H3 = S3

より (H1 ∨H2) ∧ (H1 ∨H3) = S3 ∧ S3 = S3 である。よって H1 ∨ (H2 ∧H3) 6=
(H1 ∨H2) ∧ (H1 ∨H3)であるから Lは分配束ではない。

分配束については以下の特徴付けが知られている。

定理 4.2. Lを有限分配束とする。このとき、L ' J(P )を満たす半順序集合 P が同型を
除いてただ一つ存在する。
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証明. まず、主張のような P が存在することを示す。Lの元 xが join-irreducibleであ
るということを、y, z ≺ xかつ y ∨ z = xとなる y, z ∈ Lが存在しないことと定める。

P := {x ∈ L | xは join-irreducible }

と定めて、写像 f : L → J(P )と g : J(P ) → Lを

f(x) := P ∩ ∧x , g(I) :=
∨

I

で定める。ここで ∧x := {y ∈ L | y � x}としている。x, y ∈ L、x � y のとき ∧x ⊆ ∧y

であることから f(x) ⊆ f(y)であり、f は順序保存である。また、I1, I2 ∈ J(P )、I1 ⊆ I2

のとき
∨

I1 �
∨

I2 であることから g(I1) � g(I2)であり、g も順序保存である。
x ∈ L のとき g(f(x)) = x であることを、Hasse 図上で 0L から x まで上向きに辿る
経路が含む辺数の最大値（これをここでは ρ(x) で表す）に関する数学的帰納法で示す。
x ∈ P のとき（これは ρ(x) = 0すなわち x = 0L のときを含む）は、f の定義より xが
f(x)の最大元であることから g(f(x)) = xとなる。一方 x 6∈ P のときは、P の定義より
y, z ≺ x かつ y ∨ z = x となる y, z ∈ L がとれる。ρ(x) > ρ(y) かつ ρ(x) > ρ(z) であ
るから、帰納法の仮定により g(f(y)) = y すなわち y =

∨
(P ∩ ∧y)、かつ g(f(z)) = z

すなわち z =
∨
(P ∩ ∧z) である。ここで y ≺ x より P ∩ ∧y ⊆ P ∩ ∧x であるから、∨

(P ∩ ∧y) �
∨
(P ∩ ∧x)であり、同様に

∨
(P ∩ ∧z) �

∨
(P ∩ ∧x)である。また、xが

P ∩ ∧x の上界であることから
∨
(P ∩ ∧x) � xである。以上より

x = y ∨ z =
(∨

(P ∩ ∧y)
)
∨
(∨

(P ∩ ∧z)
)
�
∨

(P ∩ ∧x) � x

となるので、x =
∨
(P ∩ ∧x) = g(f(x))となる。よって x ∈ Lのとき g(f(x)) = xが成

り立つ。
逆に、I ∈ J(P )のとき f(g(I)) = I であることを示す。x ∈ I（⊆ P）のとき、x � g(I)

であることから x ∈ ∧g(I)、したがって x ∈ f(g(I))である。よって I ⊆ f(g(I))となる。
一方、x ∈ f(g(I))のとき、f と g の定義より x �

∨
I である。Lは分配束であるから、

x = x∧ (
∨

I) =
∨

y∈I(x∧ y)となる。x ∈ P より xは join-irreducibleであるから、ある
y ∈ I について x ∧ y = x、したがって x � y となる。I は order idealであるから x ∈ I

となる。よって f(g(I)) ⊆ I となる。以上より f(g(I)) = I が成り立つ。このことから f

と g は互いの逆写像であり、したがって f は Lから J(P )への同型写像となる。こうし
て主張のような P が存在することが示された。
次に主張のような P の一意性を示すために、Qが有限半順序集合であるとき、I ∈ J(Q)

が J(Q)において join-irreducibleであることと、I = ∧x を満たす x ∈ Qがただ一つ存
在することが同値であることを示す。後者の条件が成り立っているとき、K1,K2 ∈ J(Q)、
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K1 ∪K2 = I であるとすると、x ∈ I であることからどちらかの iについて x ∈ Ki であ
る。するとKi が order idealであることから I = ∧x ⊆ Ki であり、一方でK1 ∪K2 = I

より I ⊇ Ki である。よって Ki = I となる。これは I が join-irreducibleであることを
意味する。
逆に前者の条件が成り立っているとする。I が有限な order ideal であることから、

I =
⋃

y∈I ;極大 ∧yが成り立つ。各 yについて ∧y ∈ J(Q)であり、また I は join-irreducible
であるから、I のある極大元 y について I = ∧y となる。一方、z ∈ Qについて I = ∧z

でもあるとすると、y ∈ I = ∧z より y � z であり、同様に z � y であるから、z = y で
ある。よって後者の条件が成り立つ。以上より上記の同値性が示された。このことから、
J(Q)の join-irreducibleな元全体の集合 L(J(Q))から Qへの写像を、I = ∧x に x ∈ Q

を対応させることで定めることができ、これは L(J(Q))から Qへの同型写像である。
さて、半順序集合 P1 と P2 について L ' J(P1) ' J(P2)であるとすると、J(Pi)はと
もに有限集合であり、また x ∈ Pi について ∧x たちは J(Pi)の異なる元である。このこ
とから |Pi| < ∞ である。ここで、join-irreducible という性質は同型写像で保たれるの
で、上で示した同型 L(J(Pi)) ' Pi とあわせて、P1 ' L(J(P1)) ' L(J(P2)) ' P2 とな
る。よって主張のような P は同型を除いてただ一つに定まる。以上より主張がすべて成
り立つ。

演習問題

■問題 1. P を半順序集合とする。

1. x ∈ P が P の最大元であれば、xは P の唯一の極大元であることを証明せよ。
2. P が有限集合であるとする。このとき、x ∈ P が P の唯一の極大元であれば、xは

P の最大元であることを証明せよ。
3. P が無限集合である場合には、上記「x ∈ P が P の唯一の極大元であれば、xは

P の最大元である」は必ずしも成り立たない。このことを示す具体例を挙げよ。

（コメント：順序関係の大小を入れ換えても同様の性質が成り立つ。）

■問題 2. 例 4.2の状況で、P の元 w = abと v = bcの結び w ∨ v が存在しないことを
証明せよ。

■問題 3. 半順序集合 P が局所有限かつ最小元 0P をもち、さらに P の空でない有限部
分集合が常に結びをもつとする。このとき P の空でない部分集合は常に交わりをもつこ
とを証明せよ。
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■問題 4. 束 Lの元 x, y, z について常に x ∨ (y ∧ z) � (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)であることを証
明せよ。
（コメント：同様に x ∧ (y ∨ z) � (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)であることも示せる。）
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5 整列順序と数学的帰納法
本節の内容は書籍 [4]の 1章を参考にしている。
数学的帰納法の原理においては、非負整数全体の集合における大小関係の性質が大きく
寄与している。その性質を抽象化したものが以下の定義である。

定義 5.1. 半順序集合 (P,�)について、P の空でない部分集合が常に最小元をもつとき、
P を整列順序集合（well-ordered set）あるいは整列集合といい、また�を整列順序（well-
order）という。P が整列順序集合のとき、x ∈ P について precP (x) := {y ∈ P | y ≺ x}
と定め、P の xによる切片という。

補題 5.1. 整列順序は全順序である。

証明. P を整列順序集合とし、x, y ∈ P とすると、定義より {x, y} は最小元 z をもつ。
z = xのときは、z の定義より x � y が成り立つ。同様に、z = y のときは y � xが成り
立つ。よって x � y または y � xが成り立つので、P は全順序集合である。

整列順序集合上の数学的帰納法、とでも呼ぶべき以下の性質が成り立つ。

定理 5.1. P を空でない整列順序集合とし、ϕを P の元についての何らかの命題とする。
「minP について ϕが真である」および「x ∈ P \ {minP}のとき、もし precP (x)上で常
に ϕが真であるならば ϕは xでも真である」が成り立つとき、P 上で ϕは常に真である。

証明. P のある元について ϕ が偽になると仮定して矛盾を導けばよい。この仮定より
{x ∈ P | ϕ(x)が偽}は P の空でない部分集合であるので、その最小元 aが存在する。前
提の前者の条件より a 6= minP であり、また aの定義より precP (a)上では ϕは常に真
である。すると前提の後者の条件より ϕは aでも真であるが、これは矛盾である。以上
より主張が成り立つ。

非負整数全体の集合 Z≥0 は整列順序集合である。この Z≥0 に定理 5.1を適用すること
で、通常の数学的帰納法（の一形態、いわゆる累積帰納法）が導かれる。また、Z≥0 が整
列順序集合であることから以下の事実も導かれる。

定理 5.2 (鳩の巣原理（pigeonhole principle）). 整数 n > m ≥ 1と写像 f : {1, . . . , n} →
{1, . . . ,m}について、f は単射でない。

証明. 主張が成り立たない m があると仮定し、そのような最小の m をとり、単射な
f をとる。明らかに m > 1 である。f は単射であるから、|f−1[m]| は 0 または 1 で
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ある。|f−1[m]| = 0 であるとすると f : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m − 1} も単射となる
が、これは m の最小性に矛盾する。よって |f−1[m]| = 1 である。f−1[m] の唯一の
元を a とすると、全単射 g : {1, . . . , n − 1} → {1, . . . , n} \ {a} が存在する。このとき
f ◦ g : {1, . . . , n− 1} → {1, . . . ,m− 1}も単射となるが、これはmの最小性に矛盾する。
以上より主張が成り立つ。

整列順序の重要な性質を示す準備としていくつかの性質を示す。

補題 5.2. 整列順序集合 (P,�P )と (Q,�Q)について、f : P → Qを同型写像、x ∈ P と
すると、f(precP (x)) = precQ(f(x))である。

証明. f が順序保存であることから f(precP (x)) ⊆ precQ(f(x))である。また、f−1 が順
序保存であることから f−1(precQ(f(x))) ⊆ precP (x)であり、したがって precQ(f(x)) ⊆
f(precP (x))である。よって f(precP (x)) = precQ(f(x))となり主張が成り立つ。

補題 5.3. 整列順序集合 (P,�)と x ∈ P について P 6' precP (x)である。

証明. 同型写像 f : precP (x) → P が存在すると仮定して矛盾を導く。S := {y ∈
precP (x) | f(y) 6= y}が空でないと仮定して、その最小元 y をとる。すると f |precP (y) は
恒等写像となり、f を precP (x) \ precP (y)へ制限したものは P \ precP (y)への同型写像
となる。この同型写像は precP (x) \ precP (y)の最小元 y を P \ precP (y)の最小元 y へ
と写すので、f(y) = y となる。これは y ∈ S と矛盾するので、S = ∅となる。するとす
べての y ∈ precP (x)について f(y) = y となるので、f(y) = x ∈ P となる y ∈ precP (x)

が存在せず、f が全射であることと矛盾する。以上より主張が成り立つ。

補題 5.4. (P,�P )と (Q,�Q)を整列順序集合とすると、P から Qへの同型写像は存在
すればただ一つに定まる。

証明. f, g : P → Qを同型写像として、f(x) 6= g(x)となる x ∈ P が存在すると仮定して
矛盾を導く。そのような最小の xをとると、f |precP (x) = g|precP (x) となる。その像を X

とすると、f も g も P \ precP (x)から Q \X への同型写像である。xは P \ precP (x)の
最小元であるから、f(x)も g(x)も Q \X の最小元となり、xの定義と矛盾する。よって
f = g となり、主張が成り立つ。

整列順序については以下の性質が特徴的である。

定理 5.3. (P,�P )と (Q,�Q)を整列順序集合とすると、以下のちょうど一つが成り立つ：

1. P ' Q

2. ある x ∈ P について precP (x) ' Q
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3. ある y ∈ Qについて P ' precQ(y)

証明. まず、主張の条件が二つ同時には成り立たないことを示す。条件 1が成り立つとす
る。もし条件 2も成り立つとすると、P ' precP (x)となるが、これは補題 5.3と矛盾する。
条件 3が成り立った場合も同様に矛盾する。よって条件 1は他の条件と同時には成り立た
ない。次に、条件 2と条件 3が同時に成り立つと仮定して矛盾を導く。f : P → precQ(y)

を同型写像とすると、補題 5.2より f(precP (x)) = precprecQ(y)(f(x)) = precQ(f(x))と
なる。よって、条件 2の同型写像と合成することで同型写像 Q → precQ(f(x))が得られ
るが、これは補題 5.3と矛盾する。以上より、主張の条件は二つ同時には成り立たない。
あとは、主張の条件の少なくとも一つが成り立つことを示せばよい。何らかの a ∈ P

についての部分集合 precP (a) ∪ {a} ⊆ P から、何らかの b ∈ Q についての部分集合
precQ(b) ∪ {b} ⊆ Q への同型写像の全体を F で表す。F に属する写像の定義域たちす
べての和集合を X ⊆ P とする。写像 F : X → Qを、a ∈ X が f ∈ F の定義域に属す
るとき F (a) := f(a) として定めたい。a ∈ X が f, g ∈ F の定義域の両方に属し、かつ
f(a) 6= g(a) となることがあると仮定して矛盾を導く。このような最小の a と、対応す
る f, g をとる。F の定義より、f も g もその定義域は precP (a) ∪ {a}を含む。補題 5.2
より f(precP (a)) = precQ(f(a)) かつ g(precP (a)) = precQ(g(a)) であり、また a の定
義より precP (a)上では f と g は一致するので、precQ(f(a)) = precQ(g(a))したがって
f(a) = g(a)となる。これは aの定義と矛盾する。よって a ∈ X が f, g ∈ F の定義域の
両方に属すれば f(a) = g(a)である。このことから写像 F はきちんと定義できている。
x, y ∈ X のとき、F の定義より、x, y をともに定義域に含む f ∈ F が存在すること
を注意しておく（x と y の大きい方を定義域に含む f ∈ F をとればよい）。x, y ∈ X、
x ≺P y のとき、x, y を定義域に含む f ∈ F をとると、f は同型写像であるから
F (x) = f(x) ≺Q f(y) = F (y)となる。よって F は順序保存かつ単射である。Y := F (X)

とする。x, y ∈ X、F (x) ≺Q F (y) のとき、x, y を定義域に含む f ∈ F をとると、
f(x) = F (x) ≺Q F (y) = f(y)であり、f は同型写像であるから x ≺P y となる。よって
F は X から Y への同型写像である。
F の元の定義域と像はどちらも order ideal であるから、その和集合で表される X お
よび Y もまた order idealである。よって、X 6= P であれば x := min(P \X)について
X = precP (x)であり、同様に、Y 6= Qであれば y := min(Q\Y )について Y = precQ(y)

である。よって、X = P または Y = Qであれば主張の条件の少なくとも一つが成り立
つ。あとは、X 6= P かつ Y 6= Q であると仮定して矛盾を導けばよい。上記のように
X = precP (x)、Y = precQ(y)と表すと、F (x) := y および X 上で F = F と定めるこ
とで同型写像 F : X ∪ {x} → Y ∪ {y}が得られる。すると定義より F ∈ F となるが、こ
れは x 6∈ X と矛盾する。以上より主張が成り立つ。
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数学的帰納法に現れる各ステップは「有限番目」のステップであったが、これを「無限
番目」のステップを含む議論に拡張したい。そのために順序数という概念を導入する。以
下しばらく、順序数について論じている際には、どの集合のどの要素もまた集合であると
仮定する。これはつまり、ある集合の二つの要素 x, y について、「a ∈ xと a ∈ y が等価」
という性質を示すことで x = y と結論付けることができる、ということである。

定義 5.2. 集合 xが推移的（transitive）であるとは、y ∈ xかつ z ∈ y のとき z ∈ xが成
り立つことと定める（この条件は、y ∈ xのとき y ⊆ xとなることと等価である）。また、
集合 αが以下の条件を満たすとき、αを順序数（ordinal number）という：

1. αは推移的である。
2. β ∈ αのとき β 6∈ β である。
3. β �α γ となるのは β = γ または β ∈ γ のとき、として定まる α上の関係 �α は整
列順序である。

すべての順序数からなる集まり（クラス）を ONで表す。

なお、ON自体は集合ではない（集合として取り扱うと矛盾が生じる）ことが知られて
いる。この事実はBurali-Fortiの逆理（Burali-Forti paradox）と呼ばれている。また、
上の条件 2より、αが順序数のとき α 6∈ αであることを注意しておく。

例 5.1. p0q := ∅、p1q := {p0q}、p2q := {p0q, p1q}、p3q := {p0q, p1q, p2q}、…という
具合に非負整数 nに対して pnqを定義していくとこれらは順序数となる。これらを有限順
序数と呼ぶ。（以降では非負整数 nと pnqとを同一視する。）また、ω := {pnq | n ∈ Z≥0}
や ω ∪ {ω}も順序数となる。これらは無限順序数の例である。

以降では順序数のいろいろな性質を紹介していく。

命題 5.1. αを順序数、β ∈ αとすると、β も順序数であり precα(β) = β が成り立つ。

証明. 主張の後半について、γ ∈ precα(β)とすると γ ≺α β、したがって γ ∈ β となる。
よって precα(β) ⊆ β である。逆に、γ ∈ β とすると、前提 β ∈ αおよび αが推移的であ
ることから γ ∈ αとなり、γ ∈ β より γ ≺α β、したがって γ ∈ precα(β)となる。よって
β ⊆ precα(β)となり、precα(β) = β が成り立つ。
主張の前半については、主張の後半より β が αの部分集合であることから β も整列順
序集合であり、また条件「γ ∈ β のとき γ 6∈ γ」も αと同様に成り立つ。また、δ ∈ γ ∈ β

とすると、前提 β ∈ αおよび αが推移的であることから γ ∈ αおよび δ ∈ αが成り立つ。
すると δ ≺α γ ≺α β となるので δ ≺α β、したがって δ ∈ β となる。よって β も推移的で
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あり、したがって β も順序数である。以上より主張が成り立つ。

命題 5.2. 順序数 α, β について、α と β が整列順序集合として同型であれば α = β で
ある。

証明. f : α → β を同型写像とする。S := {γ ∈ α | f(γ) 6= γ}が空でないと仮定して矛盾
を導く。S の最小元を γ とする。
δ ∈ γ とすると、γ ∈ α および α が推移的であることから δ ∈ α となる。すると

δ ≺α γ となり、γ の定義より f(δ) = δ である。f は順序保存であるから、δ ∈ γ より
δ = f(δ) ∈ f(γ)となる。よって γ ⊆ f(γ)が成り立つ。
δ ∈ f(γ) とすると、f(γ) ∈ β および β が推移的であることから δ ∈ β となる。

η := f−1(δ) ∈ α とすると、f(η) = δ ∈ f(γ) となり、f が同型写像であることか
ら η ∈ γ、したがって η ∈ precα(γ) となる。γ の定義より f(η) = η である。すると
δ = f(η) = η ∈ γ となる。よって f(γ) ⊆ γ も成り立ち、f(γ) = γ となる。これは γ ∈ S

と矛盾する。
よって S = ∅であり、γ ∈ αのとき常に f(γ) = γ である。すると、γ ∈ αについて γ =

f(γ) ∈ β となるので α ⊆ β である。また、γ ∈ β について γ = f(f−1(γ)) = f−1(γ) ∈ α

となるので β ⊆ αである。よって α = β となり主張が成り立つ。

定理 5.4. 順序数 α, β について、α = β、α ∈ β、β ∈ αのうちちょうど一つが成り立つ。

証明. まず、α 6∈ α であることから、α = β であれば α 6∈ β かつ β 6∈ α である。また、
α ∈ β かつ β ∈ αであるとすると、αが推移的であることから α ∈ αとなり、これは上
記の事実と矛盾する。よって主張の条件は二つ以上同時には成り立たない。
定理 5.3 より、α ' β であるか、ある γ ∈ α について precα(γ) ' β であるか、ある

γ ∈ β について α ' precβ(γ)であるかのいずれかである。一つ目の場合には命題 5.2よ
り α = β となる。二つ目の場合には、命題 5.1 より γ は順序数で precα(γ) = γ となる
ので、命題 5.2より γ = β となり、したがって β ∈ αである。三つ目の場合にも同様に
α ∈ β である。以上より主張が成り立つ。

定理 5.5. S を順序数からなる集合とし、α, β ∈ S について α = β または α ∈ β のとき
に α ≤ β と定めると、(S,≤)は整列順序集合である。

証明. まず、(S,≤) が半順序集合であることを示す。反射律は定義より直ちに成り立つ。
反対称律については、α ≤ β、β ≤ αとし、α 6= β と仮定して矛盾を導けばよい。このと
き ≤の定義より α ∈ β かつ β ∈ αであるが、これは定理 5.4と矛盾する。推移律につい
て、α ≤ β、β ≤ γ として α ≤ γ を示せばよい。α = β または β = γ のときは明らかであ
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るから α 6= β、β 6= γ とする。このとき≤の定義より α ∈ β かつ β ∈ γ であり、γ が推移
的であることから α ∈ γ、したがって α ≤ γ となる。よって (S,≤)は半順序集合である。
あとは ∅ 6= T ⊆ S としたときに T が ≤ に関する最小元をもつことを示せばよい。

α ∈ T をとる。この αが T の最小元であれば主張が成り立つので、以降ではそうでない
とする。このときX := {β ∈ T | α 6≤ β}は空でない。また、β ∈ X とすると、α 6= β か
つ α 6∈ β であるから、定理 5.4より β ∈ αである。よって X ⊆ αとなり、αは整列順序
集合であるから、X の最小元 γ が存在する。もし δ ∈ T かつ γ 6≤ δ であるとすると、γ

が X の最小元であることから δ 6∈ X である。すると α ≤ δ となり、一方で γ ∈ X ⊆ α

より γ ≤ αとなるので、≤の推移性より γ ≤ δとなる。これは矛盾であるから、δ ∈ T で
あれば γ ≤ δとなり、したがって γ は T の最小元である。以上より主張が成り立つ。

注意 5.1. 定理 5.5と同様の論法により、順序数からなる空でない集まりには最小の要素
が存在することがわかる。

以降では、順序数の間に定理 5.5のような整列順序関係 ≤が定まっているものとする。
順序数を用いると、「無限の長さの数学的帰納法」、正式には超限帰納法（transfinite

induction）あるいは超限再帰（transfinite recursion）と呼ばれる論法を導入できる。超
限帰納法の正確な定式化はやや煩雑なのでここでは割愛するが、超限帰納法の具体例とし
て、選択公理から Zornの補題を導く証明を紹介する。その準備として以下の定義を導入
する。

定義 5.3. αを順序数とする。αが順序集合として最大元をもつとき、αを後続型順序数
（successor ordinal）という。α 6= 0かつ αが後続型でない場合、αを極限順序数（limit
ordinal）という。

αが後続型順序数のとき、β = maxαとすると β は α未満の最大の順序数であること
を注意しておく。

定理 5.6 (Zornの補題). P を空でない半順序集合とする。P の全順序部分集合が常に P

内に上界をもつならば、P は極大元をもつ。

証明. まず、P の空でない部分集合全体の族に選択公理を適用することで、P の空でない
部分集合全体を定義域とする写像 ιで ι(S) ∈ S を常に満たすものがとれる。
P が極大元をもたないと仮定して矛盾を導く。順序数 α ごとに P の元 xα を、条件

「β < αのとき xβ ≺ xα」を満たすよう、以下の要領で再帰的に定める。α = 0について
は x0 := ι(P )とする。以下では α 6= 0として、α未満の順序数 β については xβ が既に
定まっているとする。
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• αが後続型順序数のとき、αの最大元を β とする。P についての仮定より xβ ∈ P

は極大元でないので、S := {y ∈ P | xβ ≺ y}は空でない。xα := ι(S)とする。こ
のとき定義より xβ ≺ xα であり、また β 未満の順序数 γ については、xγ ≺ xβ と
いう条件より xγ ≺ xα となる。よって上記の条件が満たされている。

• α が極限順序数のとき、C := {xβ | β < α} とすると、上記の条件より C は P

の全順序部分集合である。前提より S := {y ∈ P | y は C の上界} は空でない。
xα := ι(S)とする。このとき、β < αについて xβ � xα である。また、αは極限
順序数であるから β は α未満の最大の順序数ではなく、β < γ < αを満たす順序
数 γ が存在する。すると xβ ≺ xγ � xα となり、xβ ≺ xα となる。よって上記の条
件が満たされている。

こうしてすべての順序数 αに応じて上記の条件を満たす元 xα が定まる（やや直感的な議
論であるが、もし xα が定まらないような αが存在するとすると、そのような最小の αを
とることができるが、その αについては上記の規則で xα が定まるはずであるから矛盾で
ある）。上記の条件によりこの xα たちはすべて異なる元である。すると（ここもやや直感
的な議論であるが）「上記の規則で集合 P のある元に対応する順序数全体の集合」として
ON自体が集合をなすことになるが、これは Burali-Fortiの逆理と矛盾する。以上より主
張が成り立つ。

Zornの補題を用いた標準的な議論によって以下の性質が導かれる。

定理 5.7 (整列可能定理（Well-Ordering Theorem）). どの集合も、何らかの順序関係に
ついて整列順序集合となる。

整列可能定理と順序数の概念に基づいて、集合の濃度の（集合論的な）定義を与えるこ
とができる。

定理 5.8. X を集合とすると、ある順序数 αと全単射X → αが存在する。そのような最
小の順序数 αを X の濃度（cardinality）といい、|X|で表す。

証明. 整列可能定理より、X は整列順序集合であるとしてよい。定理 5.3より、どの順序
数 αについても X との間に定理 5.3の条件のどれか一つが成り立つ。ここで、x ∈ X の
各々について、命題 5.2より、precX(x) ' αを満たす順序数 αは一つ以下しか存在しな
い。このことを踏まえて、（ここもやや直感的であるが）「上記の要領で X の元と対応す
る順序数の集合」を S とすると、Burali-Fortiの逆理より ON自体は集合ではないので、
S は ONとは一致せず、S に属さない順序数 αが存在する。この αについては定理 5.3の
条件のうち、「X ' α」もしくは「ある β ∈ αについてX ' precα(β) = β」（最後の等号
は命題 5.1に基づく）のいずれかが成り立つ。どちらの場合にも、X から順序数 α また
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は β への全単射が存在する。以上より主張が成り立つ。

演習問題

■問題 1. (P,�P )と (Q,�Q)を整列順序集合とする。P と Qの非交和 P tQ上の関係
�を、P 上では �P に一致し、Q上では �Q に一致し、かつ x ∈ P と y ∈ Qについて常
に x � y となるよう定める。このとき �は整列順序であることを証明せよ。

■問題 2. (P,�P )と (Q,�Q)を整列順序集合とする。P と Qの直積集合 P ×Q上の関
係 �を、(x1, x2) � (y1, y2)となるのは x2 ≺ y2 もしくは「x2 = y2 かつ x1 � y1」のと
き、として定める。このとき �は整列順序であることを証明せよ。
（コメント：このような順序を辞書式順序という。）

■問題 3. α, β を順序数とするとき、α ∈ β と α ( β が同値であることを証明せよ。

■問題 4. Burali-Fortiの逆理を証明せよ。
（ヒント：ONが集合であるとすると ON自体が順序数となることを示す。）

■問題 5. （Zornの補題を用いて）整列可能定理を証明せよ。
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6 グラフ理論
この節以降のグラフ理論に関する内容は書籍 [2]および [3]を参考にしている。
何らかの対象たちが互いに「繋がっている／いない」という状況を表す道具の一つであ
るグラフについて述べる。

定義 6.1.
むこう

無向グラフ（undirected graph）とは、集合 V と E、および写像 ι : E →
{{x, y} | x, y ∈ V }の三つ組 (V,E, ι)として定義される。

無向グラフを表す際に、ιを省略して (V,E)と表される場合も多々ある。また、無向グ
ラフのことを単にグラフ（graph）と呼ぶことも多い。V と E がともに有限集合であると
き、無向グラフ (V,E, ι)は有限であるという。
無向グラフG = (V,E, ι)について、V をGの頂点集合（vertex set）、E をGの辺集合

（edge set）と呼ぶ。V と E の要素をそれぞれGの頂点（vertex）、辺（edge）と呼ぶ。Gの
辺が無向グラフの辺であることを強調する際には、無向辺（undirected edge）と呼ばれる
こともある。直感的には、Gの頂点 x, yと辺 eが ι(e) = {x, y}を満たすとき、eは点 x, y

を結ぶ向きの無い線であると考えることができる。この xと yを eの端点（endpoint）と
呼ぶ。またこのとき、xと y は辺 eに接続しているという。Gの頂点 xと接続している辺
の本数を xの次数（degree）といい、deg(x)などと表す。|ι(e)| = 1を満たす辺 e、つま
り両端点が一致する辺 eのことを loopと呼ぶ。また、辺 e1, e2 について ι(e1) = ι(e2)が
成り立つとき、e1 と e2 は平行（parallel）である、あるいは多重辺（multiple edge）であ
る、などといわれる。図 5の左側は 5個の頂点と 9本の辺をもつ無向グラフの例であり、
e1 は loop（ι(e1) = {x, x} = {x}）、e2 と e3 は平行な辺（ι(e2) = ι(e3) = {y, z}）であ
る。なお、loopも多重辺ももたないグラフは単純（simple）であるという。単純な無向グ
ラフについては、ιが単射であるから、辺 eを V の部分集合 ι(e)と同一視することもで
きる。以降ではしばしばそのような同一視を断りなしに行う。

図 5 無向グラフとその部分グラフの例



2022年度数学特論７／組合せ論大意（縫田 光司） 50

G = (V,E, ι)を無向グラフとする。V のある部分集合 V ′ と E のある部分集合 E′ につ
いて (V ′, E′, ι|E′)という形に表されるグラフを Gの部分グラフ（subgraph）という。ま
た、この部分グラフについて E′ = {e ∈ E | ι(e) ⊆ V ′}が成り立っているとき、この部分
グラフを誘導部分グラフ（induced subgraph）という。誘導部分グラフは full subgraph
と呼ばれることもある。例えば、図 5の中央のグラフは図 5の左側のグラフの誘導部分グ
ラフである。一方、図 5の右側のグラフは図 5の左側のグラフの部分グラフであるが誘導
部分グラフではない。
G = (V,E, ι)を無向グラフとする。Gにおける道（path）とは、列 v0e1v1e2 · · · vn−1envn

（n ≥ 0）で、各 iについて vi ∈ V、ei ∈ E、ι(ei) = {vi−1, vi}を満たすもののことと定め
る。この道を e1e2 · · · en で表すこともある。直感的には、これは頂点 v0, v1, . . . , vn をこ
の順番に、辺 e1, e2, . . . , en を通って辿る経路を意味している。上記のような道が vn = v0

を満たすとき、閉路（closed path、circuit）と呼ばれる。例えば、図 5 の左側のグラフ
において、P1 := ye4ve5w や P2 := ye2ze3ye4ve4y は道であり、P3 := ve5we6xe7v や
P4 := ve7xe8ze3ye9xe6we5v は閉路である。道 v0e1v1e2 · · · vn−1envn に含まれる頂点 vi

たちがすべて異なるとき、この道は単純であるという。また、閉路 v0e1v1e2 · · · vn−1envn

に含まれる頂点 vi たちが、組 vn = v0 を除いてすべて異なるとき、この閉路は単純であ
るという。上の例では、道 P1 と閉路 P3 は単純であり、道 P2 と閉路 P4 は単純ではない。
なお、単純グラフにおいては端点を指定することで辺が（存在すれば）一つに定まるため、
道 v0e1v1e2 · · · vn−1envn をより簡潔に v0v1 · · · vn−1vn と表すことが多い。
無向グラフ G について、その頂点 x, y に対する関係 x ∼ y を、x から y への道が存
在することとして定める。このとき ∼ は G の頂点集合上の同値関係である。その同値
類 V ′ の各々について、頂点集合 V ′ をもつ G の誘導部分グラフのことを G の連結成分
（connected component）という。Gの連結成分が 1個以下しか存在しないとき、Gは連
結（connected）であるという。
無向グラフGについて、Gが長さ（辺数）正の単純閉路をもたないとき、Gを林（forest）
という。連結な林のことを木（tree）という。図 6の左側のグラフは連結であるが林では
ない。図 6の中央のグラフは林であるが連結ではない（2個の連結成分をもつ）。図 6の
右側のグラフは連結な林、すなわち木である。なお、林は単純グラフであることを注意し
ておく。また、Gの部分グラフ G′ の頂点集合が Gの頂点集合と同一であり、かつ G′ が
木であるとき、G′ を Gにおける全域木（spanning tree）という。例えば、図 6の右側の
グラフは図 6の左側のグラフの全域木である。
無向グラフとは異なり、グラフの辺に「向き」が定まっている状況も考えられる。

定義 6.2.
ゆうこう

有向グラフ（directed graph）とは、集合 V と E、および写像 ι : E → V × V

の三つ組 (V,E, ι)として定義される。
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図 6 連結なグラフや林の例

無向グラフと同様に有向グラフについても、ιを省略して (V,E)と表される場合も多々
ある。また、頂点集合 V と辺集合 E がともに有限集合であるときに、その有向グラフは
有限であるという。
直感的には、Gの頂点 x, y ∈ V と有向辺（directed edge）e ∈ E（単に辺とも呼ばれ
る）が ι(e) = (x, y)を満たすとき、eは点 xと点 y を結ぶ線であり xから y への向きが
付いていると考えることができる。ι(e) = (x, y)のとき、xを辺 eの始点（source）、y を
辺 eの終点（terminal）といい、それぞれ記号 s(e)、t(e)などで表される場合もある。G

の頂点 xについて、s(e) = xを満たす辺 eの本数を xの
で

出次数といい、t(e) = xを満た
す辺 eの本数を xの

いり

入次数という。s(e) = t(e)を満たす辺 eのことを loopと呼ぶ。辺
e1, e2 について ι(e1) = ι(e2)が成り立つとき、e1 と e2 は平行である、あるいは多重辺で
ある、などといわれる。loop も多重辺ももたない有向グラフは単純であるという。単純
な有向グラフについては、ιが単射であるから、辺 eを頂点の組 ι(e)と同一視することも
できる。以降ではしばしばそのような同一視を断りなしに行う。例えば、半順序集合の
Hasse 図において各辺に下から上への向きを付けたものは単純な有向グラフである。ま
た、無向グラフの場合と同様に有向グラフの部分グラフも定義される。
G = (V,E, ι) を有向グラフとする。G における有向道（あるいは単に道）とは、列

v0e1v1e2 · · · vn−1envn（n ≥ 0）で、各 iについて vi ∈ V、ei ∈ E、ι(ei) = (vi−1, vi)を
満たすもののことと定める。この道を e1e2 · · · en で表すこともある。上記のような道が
vn = v0 を満たすとき、（有向）閉路と呼ばれる。無向グラフの場合と同様に単純な道や単
純な閉路が定義される。また、やはり無向グラフの場合と同様に、単純有向グラフにおい
ては上記の道をより簡潔に v0v1 · · · vn−1vn と表すことが多い。Gのどの頂点 x, y ∈ V に
ついても xから y への有向道が存在するとき、Gは強連結（strongly connected）である
という。

定義 6.3. G = (V,E, ι)を有限単純無向グラフとする。

• Gが二部グラフ（bipartite graph）であるとは、V の分割 V = A tB をうまく選
ぶと、Gのどの辺も Aに属する頂点と B に属する頂点を結んでいるようにできる
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ことと定める。
• U ⊆ V が G の頂点被覆（vertex cover）であるとは、G のどの辺 e についても

ι(e) ∩ U 6= ∅が成り立つことと定める。
• M ⊆ E が Gのマッチング（matching）であるとは、M の異なる 2元 e1, e2 につ
いて常に ι(e1) ∩ ι(e2) = ∅が成り立つことと定める。さらに

⋃
e∈M

ι(e) = V が成り

立つとき、マッチングM は完全（perfect）であるという。

二部グラフにおける頂点被覆とマッチングの大きさについては以下の性質が成り立つ。
このような形の定理は「ミニマックス型」の定理と称されることがある。

定理 6.1. 有限な二部グラフ G = (V,E)について、

min{|U | : U は Gの頂点被覆} = max{|M | : M は Gのマッチング}

が成り立つ。

証明. まず、U を頂点被覆、M をマッチングとすると、頂点被覆の定義よりどの e ∈ M

についても ι(e) ∩ U 6= ∅である。その共通部分から要素を選ぶことで写像 f : M → U を
作れる。さらにマッチングの定義と f の定義より f は単射である。よって |M | ≤ |U |が
成り立つ。これはどの U とM についても成り立つことから、主張の右辺の値は左辺の値
以下となる。あとは、主張の左辺の値が右辺の値以下であることを示せばよい。
M を Gの要素数最大のマッチングとする。V = AtB を二部グラフの定義における分
割とする。ここで、

（＊）v0e1v1 · · · e2k+1v2k+1、ただし v0 ∈ AはM のどの辺にも接続せず、またど
の整数 iについても e2i ∈ M

という形の、途中で後戻りしない（つまり、ei 6= ei−1 である）道が存在するような頂点
v2k+1 ∈ B の全体を B′ で表す。また、M の辺で B′ 内の頂点を通らないものたちについ
て、その端点で Aに属するものをすべて集めた集合を A′ で表す。以降では A′ ∪B′ が G

の頂点被覆であり |A′ ∪ B′| = |M |であることを示す。これが示されれば、主張の左辺の
値は |A′ ∪B′| = |M |以下となり、主張が導かれる。
そのために以下の主張を示す。

主張. B′ のどの点も、M に属する辺のどれかに接続している。

主張の証明. x ∈ B′ が M のどの辺にも接続していないと仮定して矛盾を導く。
B′ の定義より、条件（＊）を満たす道 v0e1v1 · · · e2k+1v2k+1 で v2k+1 = x を満
たすものが存在する。このとき、上の仮定と条件（＊）より v0 と v2k+1 はM の
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どの辺にも接続していない。また、マッチングの定義より、各 i について v2i−1

と v2i は e2i 以外の M の辺には接続していない。特に e1, e3, . . . , e2k+1 6∈ M で
あり、v0, . . . , v2k+1 たちはすべて異なる頂点である。これらの条件より、M から
e2, e4, . . . , e2k を除いて e1, e3, . . . , e2k+1 を追加した集合M ′ も Gのマッチングと
なる。|M ′| = |M |+ 1であるから、これはM が最大であることと矛盾する。よっ
てこの主張が成り立つ。

M の辺 e について、ι(e) ∩ B′ 6= ∅ であるときにはその唯一の要素（G が二部グラフ
であることと B′ ⊆ B より、e は B′ の 2 点を結ばないことに注意）を g(e) とする。ま
た ι(e) ∩B′ = ∅であるときには、eの端点で Aに属するもの（Gが二部グラフであるこ
とからただ一つに定まる）は A′ の定義より A′ に属する。それを g(e)とする。この写像
g : M → A′ ∪B′ について、M がマッチングであることから g は単射であり、また A′ の
定義および上の主張より g は全射である。よって g は全単射であり、|A′ ∪ B′| = |M |が
成り立つ。あとは A′ ∪B′ が Gの頂点被覆であることを示せばよい。
そのためには、a ∈ A \ A′ と b ∈ B \ B′ を結ぶ辺 eが存在すると仮定して矛盾を導け
ばよい。b 6∈ B′ より道 aebは条件（＊）を満たさず、したがって aはM のある辺 e′ に接
続している。ι(e′) = {a, b′}（b′ ∈ B）とすると、a 6∈ A′ より b′ ∈ B′ である。すると条件
（＊）を満たす道 v0e1 · · · e2k+1v2k+1 で v2k+1 = b′ となるものが存在する。このとき、こ
の道の後ろに e′aebをつなげた道も条件（＊）を満たすが、これは b 6∈ B′ であることと
矛盾する。以上より定理の主張が成り立つ。

有限二部グラフにおける完全マッチングの存在条件に関する定理を紹介する（下記の定
理を |A| = |B|の場合に適用すると完全マッチングの存在条件が得られる）。

定理 6.2 (Hall’s Marriage Theorem). Gを有限二部グラフとし、V = A t B を対応す
る分割とする。このとき以下は互いに同値である。

1. G のマッチング M で、A のどの頂点も M のある辺に接続しているものが存在
する。

2. A の部分集合 S について、S の頂点と辺で結ばれている頂点全体の集合を N(S)

で表すとき、常に |N(S)| ≥ |S|が成り立つ。

証明.【1 ⇒ 2】v ∈ S について、条件 1 より v を端点にもつM の辺 e が存在し、また
マッチングの定義よりそのような eはただ一つに定まる。この eの v ではない方の端点を
f(v)で表すと、f は S から N(S)への写像であり、またマッチングの定義より f は単射
である。よって確かに |S| ≤ |N(S)|が成り立つ。
【2 ⇒ 1】二部グラフの定義より、Gにおける最大のマッチングM の要素数は |A|以下
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である。ここで |M | = |A|が成り立てばよいので、|M | < |A|であると仮定して矛盾を導
く。定理 6.1より、Gの頂点被覆 U で |U | < |A|となるものが存在する。A′ := U ∩ A、
B′ := U ∩B とすると、|U | = |A′|+ |B′| < |A|であるから |B′| < |A \A′|である。一方
で U は頂点被覆であるから N(A \ A′) ⊆ B′ となり、したがって |N(A \ A′)| ≤ |B′|で
ある。よって |N(A \A′)| < |A \A′|となるが、これは条件 2と矛盾する。以上より主張
が成り立つ。

定義 6.4. 木 T とその頂点 r の組 (T, r) を
ね

根付き木（rooted tree）といい、r をその根
（root）という。

根付き木が与えられると、その頂点集合に自然な半順序構造が定まる。以降ではそのこ
とを説明する。

補題 6.1. 木 T の 2頂点 x, y について、xと y を結ぶ単純な道がただ一つ存在する。

証明. まず、木の定義より T は連結であるから、x と y を結ぶ道が存在し、そのよ
うな長さ最短の道は単純である。あとは、x と y を結ぶ単純な道 P1 := z0z1 · · · zn、
P2 := w0w1 · · ·wm（z0 = w0 = x、zn = wm = y）について、それらが異なると仮定し
て矛盾を導けばよい。対称性より n ≤ mとして差し支えない。
z0 = w0 より、zk = wk を満たす最大の添字 k が存在する。ここで P1 6= P2 で
あり、また P2 は単純であるから i < m のとき wi 6= y である。このことから k <

n ≤ m であり、k の定義より zk+1 6= wk+1 である。v := zk = wk とおき、非負
整数の組 (`1, `2) 6= (0, 0) で zk+`1 = wk+`2 を満たすもののうち `1 + `2 が最小のも
のをとる（zn = wm よりそのような組は確かに存在する）。u := zk+`1 = wk+`2 と
おくと、zkzk+1 · · · zk+`1 と wkwk+1 · · ·wk+`2 はともに v から u への単純な道であり、
`1 + `2 の最小性より、両者には始点 v と終点 u以外に共通の頂点が存在しない。すると
vzk+1 · · · zk+`1−1uwk+`2−1 · · ·wk+1v は T の単純閉路となるが、これは T が木であるこ
とと矛盾する。以上より主張が成り立つ。

命題 6.1. (T, r)を根付き木とする。T の 2頂点 x, y について、T における xから y への
単純な道を Px,y で表す。このとき、頂点 x, yについての関係 x � yを「Pr,y が xを含む」
ことと定めると、�は T の頂点集合 V (T )上の半順序である。

証明. 反射律について：Pr,x は定義から xを含むので x � xである。
反対称律について：x � y かつ y � xとする。x � y より Pr,y は xを含み、Pr,y の r

から xまでの部分 P ′ が Pr,x となる。y � xよりこの Pr,x = P ′ は y を含むが、そうなる
のは x = y の場合に限られる。よって x = y である。
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推移律について：x � y、y � z とする。y � z より Pr,z は y を含み、Pr,z の r から y

までの部分が Pr,y となる。x � y よりこの Pr,y が xを含むので、元々の Pr,z も xを含
む。よって x � z である。以上より主張が成り立つ。

定義 6.5. 単純無向グラフ Gにおいて、Gのどの 2頂点についてもそれらを結ぶ辺が存
在するとき、G を完全グラフ（complete graph）という。n 頂点からなる完全グラフを
Kn で表す。

完全グラフにおける全域木の個数は以下のように決定される。

定理 6.3. n ≥ 2のとき、Kn の全域木の個数は nn−2 である。

以降では定理 6.3について全単射による証明を与える。頂点集合 V = {a1, . . . , an} ⊆ Z
（n ≥ 2）上の完全グラフの全域木全体の集合を T [V ]とおき、T ∈ T [V ]について、T の端
点（次数 1の頂点）で Zの元として最小のものを v(T )とおく。また、s = (s1, . . . , sn−2) ∈
V n−2 について、V \ {s1, . . . , sn−2}の最小元を wV (s)とおく。写像 fV : T [V ] → V n−2

と gV : V n−2 → T [V ]を以下のように n ≥ 2について再帰的に定める（n = 2の場合に
は、T [V ]の要素は V 上の完全グラフ自体のみ、V n−2 の要素は空文字列のみであるため、
対応関係は自明に定まる）：

• T ∈ T [V ]のとき、T で v(T )に隣接する唯一の頂点を s1(T )として、s1(T )の後ろ
に列 fV \{v(T )}(T \ {v(T )})をつなげてできる列を fV (T )とする。ここでグラフG

とその頂点集合 V (G)の部分集合 S について、Gから S を取り除いてできるグラ
フ、より正確には頂点集合 V (G) \S をもつ誘導部分グラフを G \S で表している。

• s = (s1, . . . , sn−2) ∈ V n−2 のとき、木 gV \{wV (s)}(s2, . . . , sn−2) の頂点 s1 に
新しい頂点 wV (s) をつなげてできる木を gV (s) とする。（定義より wV (s) 6∈
{s1, . . . , sn−2}であるから s1 ∈ V \ {wV (s)}が成り立つことを注意しておく。）

このとき fV ◦ gV と gV ◦ fV がともに恒等写像であることを示せば、fV が全単射であり
したがって |T [V ]| = |V n−2| = nn−2 が成り立つことが示され、定理 6.3の主張が導かれ
る。n = 2の場合にはこの主張は明らかであるため、以降では nがより小さい場合にこの
主張が成り立っていると仮定して現在の n ≥ 3における主張を示す。

補題 6.2. 上の状況において、T ∈ T [V ]、fV (T ) = (s1, . . . , sn−2)とすると、{s1, . . . , sn−2}
は T の次数 2以上の頂点の集合と一致し、v(T ) = wV (fV (T ))が成り立つ。

証明. もしある si が T における端点であるとすると、fV の定義より、si が fV (T )に追
加される段階での木 T ′ における端点 v(T ′)が si と隣接していたことになる。すると、si
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は T ′ において次数 1以下の点であるため、木の連結性より T ′ は si と v(T ′)およびそれ
らを結ぶ辺だけからなるグラフとなる。一方で fV の定義より T ′ の頂点数は 3以上であ
るから、これは矛盾である。よって si たちはどれも次数 2以上をもつ。
逆に、v を T の次数 2以上の点とし、u1, u2 を v と隣接する相異なる点とする。このと
き、fV の再帰的な構成において木の端点が順に消去されていく過程で、最終的に木の頂
点が 2個になるまでの間に u1 または u2 のいずれかが必ず消去される（u1 と u2 がとも
に残っている間は v は端点にならないので、v が先に消去されることはない）。そして ui

（i ∈ {1, 2}）が消去される段階の木 T ′ について v(T ′) = ui であり、したがって ui と隣
接している v がその時点で列 fV (T )に追加される。よって v は列 fV (T )に現れる。以上
より主張の前半が成り立つ。主張の後半は、主張の前半および v(T )と wV (s)の定義より
導かれる。

補題 6.3. 上の状況において、s = (s1, . . . , sn−2) ∈ V n−2 のとき v(gV (s)) = wV (s)が成
り立つ。

証明. gV (s)の端点全体の集合を X、gV \{wV (s)}(s2, . . . , sn−2)の端点全体の集合を Y で
表す。gV の再帰的構成より

X = {wV (s)} t (Y \ {s1})

が成り立つ。ここで前述の仮定より

fV \{wV (s)}(gV \{wV (s)}(s2, . . . , sn−2)) = {s2, . . . , sn−2}

であるため、補題 6.2より

Y = (V \ {wV (s)}) \ {s2, . . . , sn−2}

である。このことから、u ∈ Y \ {s1}とすると uは V \ {s1, . . . , sn−2}の元で wV (s)と
異なるものであり、wV (s)の定義より wV (s) < uとなる。よって v(gV (s)) = wV (s)と
なり主張が成り立つ。

T ∈ T [V ]、fV (T ) = (s1, . . . , sn−2)とする。定義より gV (fV (T ))は、V \{s1, . . . , sn−2}
の最小の元 w = wV (fV (T )) を gV \{w}(s2, . . . , sn−2) の点 s1 につなげたグラフである。
補題 6.2より w = v(T )であり、fV の再帰的構成と前述の仮定より

gV \{w}(s2, . . . , sn−2) = gV \{w}(fV \{w}(T \ {w})) = T \ {w} = T \ {v(T )}

となる。このことから gV (fV (T ))は T \ {v(T )}の点 s1 に v(T )をつなげたグラフであ
り、fV の構成よりこれは T 自体に等しい。よって gV (fV (T )) = T となる。以上より
gV ◦ fV = idが成り立つ。
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逆に、s = (s1, . . . , sn−2) ∈ V n−2、T := gV (s) とする。T で点 v(T ) に隣接する
唯一の点を s′1 とすると、定義より fV (T ) は s′1 の後ろに fV \{v(T )}(T \ {v(T )}) を
つなげた列である。補題 6.3 より v(T ) = wV (s) であり、gV の構成より s′1 = s1、
gV (s) \ {wV (s)} = gV \{wV (s)}(s2, . . . , sn−2)となる。これと前述の仮定より

fV \{v(T )}(gV (s) \ {v(T )}) = fV \{wV (s)}(gV \{wV (s)}(s2, . . . , sn−2)) = (s2, . . . , sn−2)

となり、

fV (gV (s)) = fV (T ) = (s′1, s2, . . . , sn−2) = (s1, s2, . . . , sn−2) = s

となる。以上より fV ◦ gV = idが成り立つ。こうして定理 6.3が証明された。

演習問題

■問題 1. 有限無向グラフ G = (V,E)が loopをもたないとき、
∑
v∈V

deg(v) = 2|E|が成

り立つことを証明せよ。
（ヒント：数え上げの手法を用いて証明できる。）

■問題 2. 2頂点以上をもつ有限な木には次数 1の頂点が常に存在することを証明せよ。
（コメント：無限な木においては反例が存在する。例えば、整数全体を頂点集合とし、隣
り合う整数を辺で結んだグラフを考えればよい。）

■問題 3. 頂点集合が空でない有限な木 G = (V,E)において、|E| = |V | − 1が成り立
つことを証明せよ。
（ヒント：一つ前の演習問題と数学的帰納法を用いる。）

■問題 4. 頂点集合が空でない連結な無向グラフには常に全域木が存在することを証明
せよ。
（ヒント：頂点集合が無限集合である場合には Zornの補題を用いる。）
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7 Ramsey理論
定義 7.1. 単純無向グラフ G = (V,E) の補グラフ（complement graph）G = (V ′, E′)

を、V ′ := V および

E′ := {{x, y} | x, y ∈ V, x 6= y, {x, y} 6∈ E}

によって定める。

例えば、r 頂点の完全グラフ Kr の補グラフ Kr は、r 頂点からなる辺を一つももたな
いグラフである。

定義 7.2. 有限無向グラフの誘導部分グラフで、ある r について Kr の形であるものをそ
のグラフのクリーク（clique）といい、ある r について Kr の形であるものをそのグラフ
の独立集合（independent set）という。

グラフ理論において、「充分に大きなグラフはある種の特殊な構造を含む」という形の
定理が多く研究されている。以降で紹介する性質はその一例である。

定理 7.1. r ≥ 2を整数とすると、頂点数が 22r−3 以上のどの単純無向グラフ G = (V,E)

も、r 頂点のクリークまたは r 頂点の独立集合を含む。

証明. |V | = 22r−3 の場合に証明すれば充分である。V1 := V、I, J := ∅とおき、v1 ∈ V1

をとる。集合 I と J を更新しつつ、i = 2, . . . , 2r − 2について |Vi| = 22r−2−i を満たす
Vi ⊆ Vi−1 と vi ∈ Vi を以下のように再帰的に選ぶ（i = 1の場合にも |V1| = 22r−2−1 お
よび v1 ∈ V1 が成り立つことを注意しておく）：

• Vi−1 には vi−1 以外に 22r−2−(i−1) − 1個の点が属しているので、以下のいずれか
が成り立つ。

– Vi−1 の点のうち 22r−3−(i−1) = 22r−2−i 点以上が vi−1 と隣接している。
– Vi−1 の点のうち 22r−3−(i−1) = 22r−2−i 点以上が vi−1 と隣接していない。
前者のときは vi−1 と隣接している Vi−1 の点を 22r−2−i 個とって Vi として、I に
i− 1を追加して、vi ∈ Vi をとる。後者のときは vi−1 と隣接していない Vi−1 の点
を 22r−2−i 個とって Vi として、J に i− 1を追加して、vi ∈ Vi をとる。

上記の構成より、I ∪ J = {1, . . . , 2r − 3}、I ∩ J = ∅ となるので、|I| ≥ r − 1 また
は |J | ≥ r − 1 が成り立つ。|I| ≥ r − 1 のときには、{vi | i ∈ I} ∪ {v2r−2} から r

点を選び出すとそれらがサイズ r のクリークをなす。一方、|J | ≥ r − 1 のときには、
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{vi | i ∈ J} ∪ {v2r−2}から r 点を選び出すとそれらがサイズ r の独立集合をなす。以上
より主張が成り立つ。

定義 7.3. r ≥ 2 を整数とする。「頂点数が n のどの単純無向グラフもサイズ r のク
リークまたはサイズ r の独立集合を含む」という性質をもつ nの最小値を R(r)で表し、
Ramsey数と呼ぶ。

定理 7.1より Ramsey数 R(r)は有限の値として確定し、R(r) ≤ 22r−3 が成り立つ。例
えば r = 3について R(3) ≤ 23 = 8である（演習問題を参照）。

Ramsey数の下界の一つを与えるために、以下のような確率論的手法を用いる。n頂点
の集合上の異なる 2点 x, y について、xと y が独立に確率 pで辺で結ばれる、として定
まる単純無向グラフの確率変数を G(n, p)で表す。

補題 7.1. n ≥ k ≥ 2のとき、上の G(n, p)について

p1 := Pr[G(n, p)がサイズ k の独立集合をもつ] ≤
(
n

k

)
(1− p)(

k
2) ,

p2 := Pr[G(n, p)がサイズ k のクリークをもつ] ≤
(
n

k

)
p(

k
2)

が成り立つ。

証明. V を G(n, p)の頂点集合とする。S ⊆ V について、S のどの 2点間にも辺が結ばれ
ない確率は (1− p)(

|S|
2 ) であり、S のすべての 2点間に辺が結ばれる確率は p(

|S|
2 ) である。

このことから

p1 ≤
∑

S⊆V ; |S|=k

Pr[S が独立集合となる] =
∑

S⊆V ; |S|=k

(1− p)(
k
2) =

(
n

k

)
(1− p)(

k
2) ,

p2 ≤
∑

S⊆V ; |S|=k

Pr[S がクリークとなる] =
∑

S⊆V ; |S|=k

p(
k
2) =

(
n

k

)
p(

k
2)

となり、主張が成り立つ。

定理 7.2. r ≥ 3のとき R(r) > 2r/2 が成り立つ。

証明. r = 3については、R(3) = 6である（演習問題を参照）から R(3) > 23/2 が成り立
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つ。以降では r ≥ 4とする。n ≤ 2r/2 のとき、補題 7.1より

Pr[G(n, 1/2)がサイズ r のクリークをもつ]

≤
(
n

r

)(
1

2

)(r2)
=

n(n− 1) · · · (n− r + 1)

r!
2−r(r−1)/2

<
nr

2r
2−r(r−1)/2

（r ≥ 4より r! > 2r であることを用いた）

≤ (2r/2)r

2r(r−1)/2+r
=

2r
2/2

2r2/2+r/2
=

1

2r/2
<

1

2

となり、同様に Pr[G(n, 1/2)がサイズ r の独立集合をもつ] < 1/2である。このことから、
G(n, 1/2)がサイズ r のクリークまたはサイズ r の独立集合をもつ確率は 1/2 + 1/2 = 1

未満であり、G(n, 1/2)がサイズ r のクリークもサイズ r の独立集合ももたない確率は正
の値である。したがって、n ≤ 2r/2 のときには、n頂点からなる単純無向グラフでサイズ
r のクリークもサイズ r の独立集合ももたないものが存在する。よって R(r) > 2r/2 とな
り主張が成り立つ。

「充分に大きなグラフはある種の特殊な構造を含む」という形の命題をもう一つ紹介す
る。頂点集合の分割 V = AtB をもつ二部グラフで、|A| = n、|B| = m、かつ Aの頂点
と B の頂点が常に辺で結ばれているものをKn,m で表し、完全二部グラフと呼ぶ。

命題 7.1. r ≥ 2を整数とすると、以下を満たす整数 N が存在する：頂点数が N 以上の
どの連結な単純無向グラフ G = (V,E)も、Kr、K1,r、または長さ（辺の数）r の単純道
Pr を誘導部分グラフにもつ。

証明. まず、Gのある頂点 v が次数 R(r)以上をもつ場合を考える。v と隣接する頂点た
ちのなす Gの誘導部分グラフ G′ は R(r)個以上の頂点をもつので、R(r)の定義より G′

は Kr または Kr を誘導部分グラフにもつ。前者の場合にはその Kr が主張の条件を満た
し、後者の場合にはその Kr と v をあわせた誘導部分グラフが K1,r となる。よってこの
場合には主張が成り立つ。
以降では残る可能性として、Gのどの頂点も次数が R(r)− 1以下である場合を考える。
ある頂点 v と集合 V0 := {v}から出発して、集合 Vi（1 ≤ i ≤ r − 1）を

Vi :=

u ∈ V \
⋃
j<i

Vj | uは Vi−1 のある頂点と隣接する
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で再帰的に定める。このとき、上記の次数の条件により |Vi| ≤ (R(r)− 1)|Vi−1|が成り立
つので、|Vi| ≤ (R(r)− 1)i となる。よって∣∣∣∣∣

r−1⋃
i=0

Vi

∣∣∣∣∣ ≤
r−1∑
i=0

(R(r)− 1)i

となる。この右辺（これは Gによらず定まる）をM とおくと、|V | ≥ M + 1のときに
は、どの Vi にも属さない u ∈ V がとれる。Gは連結であるから、uと v を結ぶ単純道 P

が存在し、uの選び方から P の長さは r以上である。すると、P の先頭 r+ 1頂点のなす
誘導部分グラフが Pr となり、主張の条件が成り立つ。以上より主張が成り立つ。

演習問題

■問題 1. Ramsey数について R(3) = 6であることを証明せよ。
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8 グラフの隣接行列
この節では G = (V,E)を有限単純無向グラフとする。

定義 8.1. V の元を {v1, . . . , vn}と並べるとき、グラフGの隣接行列（adjacency matrix）
A = A(G) = (aij)

n
i,j=1 を

aij :=

{
1 （{vi, vj} ∈ E のとき）
0 （それ以外のとき）

で定める。

グラフの隣接行列の例を図 7に挙げる。なお、定義より隣接行列 Aは対称行列であり、
Aの i行目の成分の総和は vi の次数 deg(vi)に等しいことを注意しておく。

A =



0 1 0 0 1

1 0 1 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

1 1 0 0 0


図 7 グラフの隣接行列の例

グラフの隣接行列が与えられると元々のグラフの形を復元できるので、原理的にはグラ
フに関する情報はすべて隣接行列から導き出せるはずである（もちろん、その情報を簡単
に導き出せるとは限らない）。例えば以下の性質が成り立つ。

命題 8.1. Aを Gの隣接行列とすると、Ak の (i, j)-成分は、Gにおける vi から vj への
長さ k の道の本数に等しい。

証明. 行列の積の定義より、Ak の (i, j)-成分は∑
`0,`1,...,`k
`0=i , `k=j

a`0,`1a`1,`2 · · · a`k−1,`k

と表せる。この和に現れる a`0,`1a`1,`2 · · · a`k−1,`k は、{v`0 , v`1}, {v`1, v`2}, . . . , {v`k−1
, v`k}

がすべて辺であるとき、すなわち v`0v`1 · · · v`k−1
v`k が道であるときに 1となり、それ以
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外のときは 0となる。したがって、和の条件 v`0 = vi と v`k = vj に注意すると、上の和
は vi から vj への長さ k の道の本数に等しい。よって主張が成り立つ。

系 8.1. Aを Gの隣接行列とすると、A2 の (i, i)-成分は deg(vi)に等しい。

証明. Gは単純グラフであるから、vi から vi への長さ 2の道は、vi と隣接する頂点 uに
ついて viuvi という形のものに限られる。このことと命題 8.1より主張が成り立つ。

定義 8.2. 定義 8.1の状況で、対角成分に deg(v1), . . . , deg(vn)を並べてそれ以外の成分
をすべて 0にした n× n行列を D としたとき、D −Aを Gの Laplacian行列という。

命題 8.2. Gの辺を E = {e1, . . . , em}と番号付けした上で、各辺に何らかの向きを定め
る。すなわち各辺の端点のどちらかを「始点」、もう一方を「終点」と定める。そして、
n×m行列 B = (Bij)i,j を

bij =


1 （vi が ej の始点のとき）
−1 （vi が ej の終点のとき）
0 （それ以外のとき）

で定める。このとき BBT = D−Aが成り立つ。特にD−Aは半正定値対称行列である。

証明. まず、BBT の (i, i)-成分は∑
j

bijbij =
∑
j

bij
2

と表せる。この和に現れる項について、vi が ej の端点であれば（辺の向きにかかわらず）
bij

2 = 1であり、そうでないとき bij
2 = 0である。よってこの項は vi と接続する辺の本

数の分だけ 1となるので、上の和は deg(vi)に等しい。Gが単純グラフであることから A

の対角成分は 0であり、したがって上の和は D −Aの (i, i)-成分に等しい。
次に i 6= j のとき、BBT の (i, j)-成分は∑

k

bikbjk

と表せる。この和に現れる項について、ekが viから vj への辺であれば bikbjk = 1 ·(−1) =

−1、ek が vj から vi への辺であれば bikbjk = (−1) · 1 = −1、それ以外のとき bikbjk = 0

である。すると、Gは単純グラフであるから、上の和は vi と vj が隣接するとき −1であ
り、それ以外のとき 0である。この値は D − Aの (i, j)-成分に等しい。以上より主張が
成り立つ。

グラフの全域木の個数について以下が成り立つ。
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定理 8.1 (Kirchhoffの行列木定理（matrix-tree theorem）). Gの Laplacian行列D−A

の (i, i)-余因子は Gの全域木の総数に等しい。

証明. まず、頂点の並べ方について、vi を一番後ろに移動させる並べ替えを行った後の
Laplacian行列の (n, n)-余因子はもとの Laplacian行列の (i, i)-余因子と一致する。した
がって、はじめから i = nであるとして差し支えない。
命題 8.2 のように D − A = BBT と表しておく。B の最後の行を削除した行列を

B′ = (bij)1≤i≤n−1 , 1≤j≤m とすると、D − A の (n, n)-余因子は det(B′B′T) と表せる。

B′B′T の (i, j)-成分が
m∑

k=1

bikbjk であることを踏まえると、D −Aの (n, n)-余因子は

∑
σ∈Sn−1

sgn(σ)
∑

k1,...,kn−1∈{1,...,m}

b1,k1
bσ(1),k1

b2,k2
bσ(2),k2

· · · bn−1,kn−1
bσ(n−1),kn−1

=
∑

k1,...,kn−1∈{1,...,m}

∑
σ∈Sn−1

sgn(σ)b1,k1
bσ(1),k1

b2,k2
bσ(2),k2

· · · bn−1,kn−1
bσ(n−1),kn−1

(3)

となる。項 b1,k1bσ(1),k1
b2,k2bσ(2),k2

· · · bn−1,kn−1bσ(n−1),kn−1
を Pσ で表す。Pσ は、i ∈

{1, . . . , n − 1}の各々について vi と vσ(i) が eki
の端点であるときに ±1となり、そうで

ないとき 0となることを注意しておく。以降では Pσ 6= 0となる場合に着目する。
ある i 6= j について ki = kj であるとする。このとき、eki

が vi と vj を結ぶ辺でなけ
れば Pσ = 0 となるので、以降では eki が vi と vj を結ぶ辺である場合を考える。この
とき、Pσ 6= 0 となるためには σ(i) ∈ {i, j} および σ(j) ∈ {i, j} である必要があり、し
たがって (σ(i), σ(j)) = (i, j)または (σ(i), σ(j)) = (j, i)である必要がある。前者の条件
を満たす σ と後者の条件を満たす σ は対応 σ 7→ (i, j)σ によって一対一に対応し、この
とき bi,kibi,kibj,kibj,ki = bi,kibj,kibj,kibi,ki であることから P(i,j)σ = Pσ である。これと
sgn((i, j)σ) = −sgn(σ)より、和

∑
σ∈Sn−1

sgn(σ)Pσ において σ に対応する項と (i, j)σ に

対応する項がちょうど打ち消し合い、上記の和は 0となる。以上より、(3)式の右辺にお
いて、ki たちがすべて異なる場合を除き和の項が常に 0となる。そこで以降では ki たち
がすべて異なる場合のみを考える。
i1, i2, . . . , i`がすべて異なるとして、辺 eki1

, eki2
, . . . , eki`

がこの順番に単純閉路をなす
とする（特に ` ≥ 3である）。ここでこの単純閉路の辺は、eki1

の端点 vi1 が（eki2
ではな

く）eki`
の端点でもあるように並べているものとする。このとき、j = ` − 1, . . . , 2, 1に

ついて、vij が ekij
と ekij+1

の共通の端点であることが再帰的に示される。したがって上
記の単純閉路は vi1eki1

vi2eki2
· · · vi`eki`

vi1 という形である。

P ′
σ := bi1,ki1

bσ(i1),ki1
bi2,ki2

bσ(i2),ki2
· · · bi`,ki`

bσ(i`),ki`
, P ′′

σ := Pσ/P
′
σ
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とする。また、各 j について vσ(ij) も ekij
の端点であることを注意しておく。特に

σ(i1) ∈ {i1, i2}である。ここで、

• σ(i1) = i1 のとき、j = `, ` − 1, . . . , 2について σ(ij) = ij であることを再帰的に
示す。j = ` については、vσ(i`) が eki`

の端点であることから σ(i`) ∈ {i`, i1} で
あり、σ(i`) 6= σ(i1) = i1 より確かに σ(i`) = i` である。また j + 1 までで主張
が成り立つとき、vσ(ij) が ekij

の端点であることから σ(ij) ∈ {ij, ij+1} であり、
σ(ij) 6= σ(ij+1) = ij+1 より確かに σ(ij) = ij である。

• σ(i1) = i2 のとき、j = 1, 2, . . . , `について σ(ij) = ij+1（ただし i`+1 := i1）であ
ることを再帰的に示す。j = 1については既に成り立っている。また j − 1までで
主張が成り立つとき、vσ(ij) が ekij

の端点であることから σ(ij) ∈ {ij, ij+1}であ
り、σ(ij) 6= σ(ij−1) = ij より確かに σ(ij) = ij+1 である。

τ := (i1, i2, . . . , i`) ∈ Sn とおくと、前者の σ と後者の σ は対応 σ 7→ τσ によって一対一
に対応し、P ′′

σ = P ′′
τσ である。前者の σについては P ′

σ = bi1,ki1

2 · bi2,ki2

2 · · · bi`,ki`

2 = 1、
後者の τσ については

P ′
τσ = (bi1,ki1

bi2,ki1
) · (bi2,ki2

bi3,ki2
) · · · (bi`,ki`

bi1,ki`
)

= (−1) · (−1) · · · (−1) = (−1)`

および sgn(τσ) = sgn(τ)sgn(σ) = (−1)`−1sgn(σ) が成り立つ。このことから、和∑
σ∈Sn−1

sgn(σ)Pσ において σ に対応する項と τσ に対応する項がちょうど打ち消し合

い、上記の和は 0となる。
以上より、部分グラフ G′ := (V, {ek1

, . . . , ekn−1
})が単純閉路をもたず、かつ、成分が

すべて異なる列 (k1, . . . , kn−1)全体の集合を G とすると、(3)式の右辺は∑
(k1,...,kn−1)∈G

∑
σ∈Sn−1

sgn(σ)Pσ (4)

となる。|V | = nより、G′ が単純閉路をもたないという条件は G′ が Gの全域木であるこ
とと等価である。ここで、G′をGの全域木としたとき、v ∈ V \{vn}について、G′におけ
る vnから vへの唯一の単純道が最後に通る辺を ϕ(v)で表す。すると、(k1, . . . , kn−1) ∈ G
かつ Pσ 6= 0であるとき、1 ≤ i ≤ n − 1について eki

= ϕ(vi)かつ σ(i) = iが成り立つ
ことを、vn から vi への G′ における単純道の長さに関する数学的帰納法で示す。

• G′ において vi が vn と隣接しているとき、vi と vn を結ぶ辺を ekj
= ϕ(vi) とす

ると、Pσ 6= 0より vj は ekj の端点である必要があり、vj 6= vn より vj = vi した
がって j = i、eki

= ϕ(vi)となる。また、Pσ 6= 0より vσ(i) も eki
の端点でなけれ

ばならず、vσ(i) 6= vn より vσ(i) = vi、σ(i) = iである。
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• それ以外のとき、G′ における vn から vi への単純道が vi の一つ前に通る頂点を vj

とすると、帰納法の仮定より ekj
= ϕ(vj)かつ σ(j) = j である。ϕ(vi) = ek`

とす
ると ek`

は vi と vj を結ぶ辺である。Pσ 6= 0より v` は ek`
の端点、すなわち vi ま

たは vj であるが、vi 6= vj より ek`
= ϕ(vi) 6= ϕ(vj) = ekj

、したがって ` 6= j であ
る。よって v` = vi、` = i、したがって ϕ(vi) = eki が成り立つ。また、Pσ 6= 0よ
り vσ(i)も eki

の端点、すなわち viまたは vj であるが、i 6= j より σ(i) 6= σ(j) = j

であるため、vσ(i) = vi、σ(i) = iである。

このことから、全域木 G′ を固定したとき、Pσ 6= 0を満たす (k1, . . . , kn−1)と σ の組は、
各 iについて ϕ(vi) = eki

かつ σ(i) = iという条件によってただ一つに定まる。さらにこ
のとき、σ = idであるため、sgn(σ)Pσ = b1,k1

2 · · · bn−1,kn−1
2 = 1となる。よって、(4)

式の値は、Gの全域木 G′ の個数分だけ 1を足し合わせたもの、すなわち Gの全域木の総
数と一致する。以上より主張が成り立つ。

例 8.1. n ≥ 2のとき、G = Kn の全域木の総数が nn−2 個であることは定理 6.3で既に
述べたが、ここでは定理 8.1を用いてこの事実を再確認する。Kn の Laplacian行列は

n− 1 −1 · · · −1
−1 n− 1 · · · −1
... ... . . . ...
−1 −1 · · · n− 1

 （n次正方行列）

であり、その (1, 1)-余因子は

det


n− 1 −1 · · · −1
−1 n− 1 · · · −1
... ... . . . ...
−1 −1 · · · n− 1

 （n− 1次正方行列の行列式）

である。上記の行列に対して、「2行目を 3行目～n− 1行目から引く」および「2行目の
n− 1倍を 1行目に足す」行基本変形を行うことで、その行列式は

det



0 n2 − 2n −n −n · · · −n
−1 n− 1 −1 −1 · · · −1
0 −n n 0 · · · 0
0 −n 0 n · · · 0
... ... . . . ...
0 −n 0 0 · · · n


= det


n2 − 2n −n −n · · · −n
−n n 0 · · · 0
−n 0 n · · · 0
... . . . ...

−n 0 0 · · · n


（n− 2次正方行列の行列式）となる。さらに 2行目～n− 2行目を 1行目に足すことで、
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上記の行列式は（n2 − 2n− (n− 3)n = nより）

det


n 0 0 · · · 0
−n n 0 · · · 0
−n 0 n · · · 0
... . . . ...

−n 0 0 · · · n

 = nn−2

（最後の行列が下三角行列であることを用いた）となる。以上より主張が成り立つ。

どの頂点も次数が一定の値 dであるグラフを d-正則グラフ（d-regular graph）という。

定義 8.3. 部分集合 S ⊆ V について、S の頂点と V \ S の頂点とを結ぶ辺全体の集合を
∂S で表す。このとき

h(G) := min

{
|∂S|
|S|

: S ⊆ V , 0 < |S| ≤ 1

2
|V |
}

を G の拡大係数（expansion constant）と呼ぶ。同一の d に対する d-正則グラフの族
(Gi = (Vi, Ei))i≥1 がエクスパンダー族（expander family）であるとは、 lim

n→∞
|Vn| = ∞

であり、かつ、ある正の実数が {h(Gn) | n = 1, 2, . . . }の下界となることと定める。

グラフの拡大係数と隣接行列の関係をいくつか紹介する。

定義 8.4. G の隣接行列 A の固有値のうち（重複を込めて）k 番目に大きなものを
λk = λk(G)と書き、Gの第 k 固有値と呼ぶ。また、λ1(G) − λ2(G)を Gのスペクトル
ギャップ（spectral gap）と呼ぶ。

グラフ G の第 k 固有値 λk は G の頂点の並べ方によらず定まることを注意しておく。
なぜなら、頂点の並べ替えは隣接行列 Aを P−1AP（P はある置換行列）に変化させる
が、この操作で固有値は変わらないからである。

補題 8.1. Gが d-正則グラフであるとき、λ1(G) = dである。

証明. まず、G が d-正則であることから、すべての成分が 1 であるベクトル ~1 について
A~1 = d~1が成り立ち、したがって dは Gの固有値である。一方、Gが d-正則であること
からD = dI（I は単位行列）であり、また命題 8.2よりD −Aは半正定値対称行列であ
る。よって dI − Aの固有値はすべて非負実数であり、一方で d− λ1(G)は dI − Aの固
有値であるから、d− λ1(G) ≥ 0したがって d ≤ λ1(G) ≤ dが成り立つ。以上より主張が
成り立つ。
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証明は割愛するが、グラフの拡大係数とスペクトルギャップの関係について以下の事実
が知られている。

定理 8.2 (Allon–Milman). G が d-正則グラフである（したがって λ1(G) = d である）
とき、

d− λ2(G)

2
≤ h(G) ≤

√
2d(d− λ2(G))

が成り立つ。

連結グラフ Gについて、Gの 2頂点間を結ぶ最短道の長さの最大値 diam(G)を Gの
直径（diameter）と呼ぶ。証明は割愛するが、以下の事実が知られている。

定理 8.3 (Nilli). Gを連結な d-正則グラフとし、diam(G) ≥ 2m + 2 ≥ 4が成り立つと
すると、

λ2(G) > 2
√
d− 1− 2

√
d− 1− 1

m

が成り立つ。

Gが d-正則グラフであるとき、

λ(G) := max{|λj(G)| : λj(G) 6= ±d}

と定める。証明は割愛するが、連結な d-正則グラフ G について、G が 3 頂点以上を
もつ二部グラフである場合には λ(G) = λ2(G) が成り立ち、また G が二部グラフでな
い場合には 2 ≤ i ≤ n（n は G の頂点数）について |λi(G)| < d であり、したがって
λ(G) = max{|λ2(G)|, |λn(G)|}が成り立つことが知られている。特に、いずれの場合に
も λ(G) ≥ λ2(G)である。さて、定理 8.3を踏まえて、λ(G)が「理論上ほぼ最小」の値
をとる場合に G は Ramanujan グラフと呼ばれている。より正確には以下のように定義
される。

定義 8.5. 連結な d-正則グラフ G について、λ(G) ≤ 2
√
d− 1 が成り立つとき、G を

Ramanujanグラフという。

本節の最後に、グラフ上のランダムウォークとグラフのスペクトルギャップの関係につ
いて述べる。Gを n頂点からなる、二部グラフではない連結な d-正則グラフとするとき、
G上のランダムウォークでは、Gのある頂点から出発し、各ステップにおいて現在の頂点
と隣接する G の頂点の一つに等確率（確率 1/d）で進む、という操作を繰り返す。この
ランダムウォークの極限分布および収束の速さについて考察する。Gの頂点を v1, . . . , vn

と番号付けて、出発点を頂点 v1 とする。まず、k ステップ目までの手順では、v1 を始点
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とする長さ k の道がどれも等確率で現れることを注意しておく。ここで命題 8.1より、v1

から vj までの長さ k の道の総数は Ak の (1, j)-成分と等しく、その値は e1
TAkej と表せ

る。ここで ei は第 i単位ベクトルを表す。このことから、すべての成分が 1である n次
元ベクトルを ~1で表すとき、v1 を始点とする長さ k の道の総数は e1

TAk~1となる。Gは
d-正則であるから、この値は e1

T · dk~1 = dk に等しい。よって、kステップ目に vj へ辿り
着く確率 pj = p

〈k〉
j は

pj =
e1

TAkej
dk

となる。
ここで Aは実対称行列であるから、直交行列によって対角化できる。すなわち、Rn の
正規直交基底 (u1, . . . , un)で、各 iについて Aui = λi(G)ui を満たすものが存在する。こ

のとき A =
n∑

i=1

λi(G)ui · ui
T と表せて、Ak =

n∑
i=1

λi(G)kui · ui
T、したがって

e1
TAkej =

n∑
i=1

λi(G)k · e1Tui · ui
Tej

となる。Gは d-正則であるから λ1(G) = dであり、u1 = n−1/2~1ととれる。よって

e1
TAkej =

dk

n
+

n∑
i=2

λi(G)k · e1Tui · ui
Tej

となる。したがって ∣∣∣∣pj − 1

n

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=2

|λi(G)k|
dk

· |e1Tui| · |ui
Tej|

である。Cauchy–Schwarzの不等式より、上記の右辺は

≤
n∑

i=2

|λi(G)|k

dk
· ||e1|| · ||ui|| · ||ui|| · ||ej|| =

n∑
i=2

|λi(G)|k

dk

となる。さらに Gが二部グラフでないことから、前述の性質により 2 ≤ i ≤ nについて
|λi(G)| ≤ max{|λ2(G)|, |λn(G)|} = λ(G)が成り立つ。よって∣∣∣∣pj − 1

n

∣∣∣∣ ≤ (n− 1) ·
(
λ(G)

d

)k

となり、0 ≤ λ(G) < dであるから、 lim
k→∞

pj =
1

n
が成り立つ。以上より、このランダム

ウォークの極限分布は Gの頂点集合上の一様分布であり、また上記の評価式より、λ(G)
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が小さい（すなわち、スペクトルギャップが大きい）ほど一様分布への収束が速くなるこ
とがわかる。
このように、λ(G)が小さいグラフを用いると極限分布への収束の速いランダムウォー
クを実現することができる。こうした理由から、Ramanujanグラフは純粋なグラフ理論
的な興味に留まらず応用上も重要な研究対象となっている。例えば、特殊な楕円曲線（超
特異楕円曲線）とその間の同種写像と呼ばれる写像を用いて Ramanujanグラフを構成で
きることが知られており、その Ramanujanグラフ上のランダムウォークを応用した暗号
学的ハッシュ関数の構成が提案されている。詳しくは [1]を参照されたい。

演習問題

■問題 1. 図 7のグラフの Laplacian行列を記し、このグラフが全域木を 3個もつこと
を定理 8.1を用いて確かめよ。また、このグラフの全域木をすべて挙げよ。

■問題 2. 完全二部グラフKn,m の全域木の総数を計算せよ。
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